Jak wyznaczyc¢ przedziaty monotonicznosci funkcji?
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Zrédto: Bartosz Kwitkowski, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Jednym z najwazniejszych dziet naukowych w historii nauki jest ksigzka Izaaka Newtona
Matematyczne zasady filozofii przyrody. W swoim stynnym dziele Newton przedstawit
nowe narzedzie matematyczne stuzace m.in. do opisu praw fizyki i astronomii. Te
nowatorskie metody, znane dzi$ jako rachunek rézniczkowy, sg szeroko wykorzystywane
w roznych gateziach nauki.

Badanie wilasno$ci pochodnej funkcji jest pomocne miedzy innymi w okreslaniu
monotoniczno$ci tej funkcji czy ustalaniu jej wartosci najwigkszejlub najmniejszej. W tym
materiale skupimy si¢ na badaniu monotonicznoS$ci roznych funkciji.

Twoje cele

» Poznasz warunki wystarczajgce monotonicznosci funkcji.
o Nauczysz si¢ jak wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcij.



Przeczytaj

Twierdzenie: warunki wystarczajace monotonicznosci funkcji

Niech U oznacza dowolny przedziat. Jezeli dla kazdego z € U funkcja rozniczkowalna f
speinia warunek:

L f’(z) = 0, to fjest statana U;
() > 0, to fjestrosngcana U,

() = 0, to f jest niemalejgca na U;

2. f'(

3. f(z)

4. f’(x) < 0, to f jest malejaca na U;

5. f(z) <0, to f jest nierosngcana U.

Zauwazmy, ze jezeli f’(z) > 0 dlakazdego = € U, przy czym rowno$¢ f’(z) = 0 zachodzi
tylko dla skonczonejliczby punktow tego przedziatu, to funkcja jest rosnaca na U. Podobnie
mamy dla funkcji malejace;.

Whniosek

Jesli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a, b) i jest ciagta w przedziale (a, b), to
jest rosngca (malejgca) w przedziale (a, b).

Przyktad 1

Wyznaczymy przedzialy otwarte monotonicznosci funkeiji f(z) = z* — 3z.
Rozwigzanie

Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R.

Obliczymy pochodna funkciji f.

Mamy f’(z) = 3z* — 3, Dy = Dy.

Aby wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci sprawdzamy, kiedy pochodna funkciji f jest
dodatnia, a kiedy ujemna (badamy “znak” pochodnej). W tym celu rozwigzujemy kolejno
nieroéwnosci:

f(z) >0,czyliz® — 1 > 0.

Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest zbior € (—oo, —1) U (1, 00).



javascript:void(0);

Nastepnie mamy f (z) < 0, czyli 2 — 1 < 0.
Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest zbior x € (—1,1).

Stad funkcja f rosnie w przedziatach otwartych (—oo, —1), (1, 00), a maleje w przedziale
otwartym (—1,1).

Przyktad 2

Zbadamy monotonicznos¢ funkciji

22 +z dla z _—1,0
f(w){ tadaselz.0)

sinx dla z € (0, %>

Rozwigzanie
Dziedzing funkciji f jest zbior Dy = <_Tl, 5 >
Funkcja jest przedziatami rosnaca.

W przedziale <_Tl,0> pochodna funkcji f’(x) = 2z + 1 > 0, wiec funkcja jest rosngca
w tym przedziale.

W przedziale (O, %> pochodna funkcji cos z > 0, wigc funkcja jest rowniez rosngca
w tym przedziale.

Przyktad 3

Wyznaczymy przedziatly monotonicznoéci funkeji f(z) = —*.

Rozwigzanie
Dziedzing funkciji f jest zbior Dy = (—oo0, —1) U (—1,1) U (1, 00).
Zbadamy teraz ,znak” pochodnej funkciji f.

Mamy:

y — (241
f (33) = (.’E(2—1)2) 1-Df’ - Df'

Funkcja f jest malejaca w kazdym z przedzialéw dziedziny, bo

—(z*+1)
(z2-1)°

<0

dla |x| # 1. (Wyrazenie w mianowniku jest zawsze dodatnie dla |z| # 1, a wyrazenie
w liczniku zawsze ujemne, zatem caty utamek przyjmuje tylko wartosci ujemne).



Przyktad 4

Wykazemy, ze funkcja f(z) = % jest rosngca w kazdym z przedziatow nalezacych
do dziedziny.
Rozwigzanie

Dziedzing funkciji f jest zbior Dy = R\ {2}.
Obliczamy pochodna funkciji

f (m) T —4:c+7 Df — Df-

Zauwazmy, ze wyrazenie w liczniku przyjmuje wartosci dodatnie w catej dziedzinie
(ramiona paraboli skierowane ku gorze, brak miejsc zerowych: A = —12 < 0). Zatem
pochodna funkciji jest w kazdym z przedziatow nalezacych do dziedziny dodatnia. Stad
funkcja f jest rosngca w kazdym z przedzialéw nalezacych do dziedziny, czyli w kazdym
z przedziatow (—oo, 2), (2, 00).

Przyktad 5

Wyznaczymy maksymalne przedziaty monotonicznoéci funkeji f(z) = 5.
Rozwigzanie
Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R\ {1}.
Obliczymy pochodng funkciji:
v a2

Zauwazmy, ze wyrazenie w mianowniku przyjmuje wartosci dodatnie w catej dziedzinie.
Zbadamy “znak” wyrazenia w liczniku. Rozwigzujemy kolejno nieréwnosci:

z? — 22> 0,z(x —2) > 0,stad z € (—o0,0) U (2,00),
z? — 22 <0,z(x—2) <0,stadz € (0,1) U (1,2).

Zatem funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—oo, 0), (2, 00) oraz malejaca
w przedziatach (0,1), (1,2).

Stownik

funkcja ciagta w przedziale domknietym



funkcje f nazywamy ciagla w przedziale domknietym (a, b), jezeli jest ciggta w kazdym
punkcie tego przedziatu, tj. dla kazdego punktu zy € (a, b) istnieje granica lim f(x)
T—X

oraz lim f(x) = f(xo)

T—T0



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod nim.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DNDcPXJga

Film nawiazujgcy do tresci lekcji dotyczacy wyznaczania przedzialdbw monotonicznosci
funkcii.

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w filmie zaznacz prawidtowa odpowiedz:

Zdanie Tak Nie

Jezeli f(x) > 0 dla wszystkich lub prawie wszystkich
z € (a,b), to funkcja f jest w tym przedziale malejaca.

Sformutowanie "dla prawie wszystkich" oznacza dla
wszystkich poza skonczenie wieloma.

Jezeli f'(z) < 0 dla wszystkich lub prawie wszystkich
z € (a,b), to funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

Ol O] O] O
Ol O] O] O

Jesli funkcja f w pewnym przedziale (a, b) jest malejaca
i ma pochodna, to f'(x) < 0 dlakazdego z € (a,b).

Polecenie 3

Wyznacz maksymalne przedziaty monotonicznosci funkcji f(z) = x3 + 922 + 152 — 11.



https://zpe.gov.pl/a/DNDcPXJga

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Do kazdego stwierdzenia przyporzadkuj prawidtowe uzasadnienie.

Funkcja f(z) = 202122°%! 4 1521% + 423 + 2 — 2 jest rosnaca w zbiorze R., Funkcja

f(z) =1 -z + 2% — 223 jest malejaca w zbiorze R., Funkcja f(z) = 2021292 — /2021 jest
stata w zbiorze R., Dziedzing funkcji f jest zbior Df=R \2021. Obliczymy pochodna funkcji:
f(z) = (2021)22920 + (15)z'* + 1222 + 1, Dp = Dy. Pochodna f’(z) przyjmuje wartos¢
tylko dodatnie w zbiorze R \2021, zatem funkcja jest rosnaca w zbiorze R., Dziedzing funkcji f
jest zbiér Df=R. Obliczymy pochodna funkcji: f'(z) = —6z% + 2z — 1, Dy = Dy. Pochodna
f’(az) przyjmuje wartosci tyko nieujemne (ramiona paraboli skierowane w dot, A = —20 < 0)
w zbiorze R, zatem funkcja jest malejaca w zbiorze R., Dziedzing funkcji f jest zbior Df=R.
Obliczymy pochodna funkcji: f’(z) = 0, Dy = Dy. Pochodna f’(z) przyjmuje wartos¢ stata
w zbiorze R, zatem funkcja jest stata w zbiorze R.

Zdanie Ukasadnienie

Funkcja
f(z) = 202122021 + 15254 423 + 2z — 2
jest rosngca w zhigrze R.

Funkcja
flx)=1—z+2*—2z
jest malejgca w zbiorze R

Funkcja
f(z) = 20212921 — /2091
jest stata w zbiorze R.




Cwiczenie 2 @)

Zaznacz tak lub nie, w zaleznosci od tego, czy podane stwierdzenie jest prawdziwe lub

fatszywe. Pamietaj, ze (In(z))’ = 1, 2 > 0 oraz (sinz)’ = cos .

Zdanie Tak Nie

Pochodna funkcji f(z) = 2 4 In(z) jest dodatnia
w przedziale (—oo, 0), zatem funkcja ta jest rosnaca O O
w tym przedziale.

Funkcja f(z) = +a* + +2° + 52 + = + 1 jest rosnaca
w przedziale (—1, 00).

O
O

Funkcja f(z) = +=% jest malejaca w przedziale (—1, 00).

OO0
OO

Funkcja f(z) = 2z + sin z jest stata w przedziale (0, 27).
Cwiczenie 3 @

Uzupetnij podany tekst przeciggajac w odpowiednie miejsca wtasciwy wyraz.

stata ’ ‘ rosnaca ’ ‘ ujemna ’ ‘ malejgca ’ ‘ dodatnia ’ ‘ pochodng ’ ‘ dodatnia ’

dziedzine ’ ‘ miejsca zerowe ’ ‘ monotoniczna ’ ‘ ujemna ’ ‘ zbidr wartosci ’ ‘ przedziaty ’

rosngca




Cwiczenie 4

f(z) = 32" + 5z° 4 2021, Df=R, g(x) = 3z'" — 52° + 2021, Dg=R, h(z) = -5, Dh=R,
i(z) = =4, Di=R\-3,3, f’(z) = 30z*(z* + 1), f'(z) = 302*(2® + 1),

’ _ 3( 4 ’ _ 5(n2 ) _ 34a? ) z2—3
g(z) = 3023 (z* — 1), g’(x) = 3025 (2% — 1), h'(z) = g h(z) = i

z’(x) _ —B+2) Z’(w) _ —(3+2?) ’(m) _ —(3-2%)

(z2—3)%’ (@—172 ' ° (z243)2 » fosnacaw
3] (77_00, _17a>” U 2] <7a1, OO”)”, malejaca W 3] (”—OO, _\/3”>” U 2] <n \/g’ OO”)”, malejaca W
(—00, _\/§), (—\/ﬁ, \/g), rosngca w (—oo, —\/g) U (—\/5, \/§) U (\/5, oo), malejaca

w?” <770’ OO”)”, malejaca W 77(77_00, _17’>77, ” <771, OO”)”

Funkcja Pochodna funkcji Monotonicznosé rosnaca

Monotoniczno$¢ malejaca

f(z) = 3z1% + 525 + 2021
, Df=R

g(z) = 3210 — 525 + 2021
, Dg=R

Cwiczenie 5

Pewna funkcja f(z) jest rézniczkowalna dla kazdego = € (0, 4), a jej pochodna jest réwna

f'(z) = 22— . Wyznacz maksymalne przedziaty, w ktérych ta funkcja jest rosnaca.

Var—z2



Cwiczenie 6

z2—3z+4
z—3

Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(a:) =
Cwiczenie 7

Zbadaj monotonicznos¢ funkcji

_ fz dlazec(0,1)
ﬂ@_{x—lmaxeugy

Czy funkcja jest rosnaca w catej swojej dziedzinie?
Cwiczenie 8
Wykaz, ze funkcja

_ [—-1dlaz€(0,1)
ﬂ@_{zmaxe@A>

nie jest funkcja stata na zbiorze U = (0,1) U (2, 4).



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ przedzialy monotonicznos$ci funkc;ji?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony.
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3. stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometrycznag i fizyczna
pochodnej;

4. oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza
pochodng, korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu
i funkciji ztozone;j;

5. stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkcji.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;
kompetencje matematyczne;

kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii.
Cele operacyjne:
Uczen:

» zna pojecie pochodnejfunkcji w punkcie;

» zna pojecie stycznejdo wykresu funkcj;

e zna pojecie monotonicznosci funkcj;

» wykorzystuje podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego do obliczania
pochodnej funkcii;

 interpretuje wspotczynnik kierunkowy prostej;



e wyznacza przedzialy monotoniczno$ci funkcji stosujgc narzedzia rachunku
rozniczkowego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
 liga zadaniowa
» metoda tekstu przewodniego

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica;
pisaki/kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggniecia w trakcie lekcji o temacie: “Jak wyznaczy¢ przedziaty
monotonicznosci funkcji?”

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami z dzialu ,,Przeczytaj’. Analizuja przedstawione przykiady i notuja
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg materiat przedstawiony w sekciji “Film samouczek”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie Polecenia 1-2 z sekgciji ,, Film samouczek”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajac ewentualne watpliwosci.



4. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 1-5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dziatu ,,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.
Praca domowa:
e Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Monotonicznos¢ funkcji
e OkreSlanie przedzialbw monotonicznosci funkcji opisanej za pomoca wzoru
o OkreSlanie przedzialbw monotonicznosci funkcji na podstawie wykresu

Wskazowki metodyczne:

 Film samouczek mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu materiatu
wyznaczaniu przedzialow monotonicznosci funkciji.
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