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Pojecie szeregu liczbowego, czyli wykonywania sumowania nieskonczenie wielu
sktadnikow, przez stulecia nastreczato trudnosci pokoleniom matematykow. Dopiero
wykorzystanie pojecia granicy ciggu sum czesSciowych spowodowato, ze zniknety problemy
z interpretacja tego, jak sumowac nieskonczenie wiele elementow.

Twoje cele

e Zapoznasz si¢ z pojeciem szeregu liczbowego.
o Nauczysz si¢ oblicza¢ sumy szeregow.



Przeczytaj

W tym materiale zastanowimy si¢, co to znaczy dodac do siebie nieskonczenie wiele liczb
i jaki jest wynik tego dziatania.

Wezmy przyktad nastepujacy:
1-1+1-1+1-1+...

Moze zrobimy tak:
1-1))+1-1)4+(1-1)+...=0+0+0...=0.

Czyli pogrupowalismy po dwa skladniki sumy i dodalismy pogrupowane elementy
i otrzymalismy 0.

A moze sprobujemy tak:
1+ (-1+1)+(-14+1)+(-14+0)+...=1+0+0+0+...=1.

Tu rownez pogrupowalismy sktadniki, ale grupowanie zaczgliSmy od drugiego sktadnika.
Ale tym razem wyszto nam 1, czyli wynik inny niz poprzednio.

Amoze oznaczmysume¢ s =1 —-1+1-1+1—-1+...

Woéwczas zauwazamy,ze s =1 — (1 —14+1—-1+1—1+...),czylis =1 — s, gdyz
wyrazenie w nawiasie jest rowne s.

L

Stad otrzymujemy: s = .

Zauwazmy, ze za kazdym razem, w zaleznosci od przyjetej metody, otrzymujemy inny wynik.
To znaczy, ze nasze podejscie do sumowania nieskonczenie wielu elementow jest
niepoprawne - nie mozemy dostawac roznych wynikow przy sumowaniu tych samych
elementow ustawionych w tej samej kolejnosci. Dodajmy, ze wszystkie otrzymane wyniki

w Swietle przyjetej ponizej definicji s3 BLEDNE.

Musimy zdefiniowac w taki sposob sumowanie, aby wynik byl jednoznaczny.
Definicja: szeregu liczbowego

Szeregiem o wyrazach a1, a2, a3, . . . nazywamy ciag, ktorego kolejnymi wyrazami sa sumy
poczatkowych wyrazow ciagu (ay):

s1 = aa,

S2 = a1 + a2,




§3 = ay + az + ag,

Liczby s1, $9, 83, . . . Nazywane sg sumami czesciowymi szeregu o wyrazach aq, as, as, . ..
Szereg o wyrazach ay, as, as, . .. 0znaczamy symbolem a; + a2 + as+. .. lub symbolem

2211 Qp.

Jezeli cigg sum czeSciowych szeregu ma granice, to nazywamy ja suma szeregu, jezeli
suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, jezeli suma szeregu jest
nieskonczona lub jezeli cigg sum czesSciowych szeregu nie ma granicy, to szereg
nazywamy rozbieznym. Jezeli szereg ma sume skonczong, to oznaczamy jg tak jak szereg
a; + as + ag+. .. lub symbolem > > | a,.

Przyktad 1

Wracamy do przykladu1 —1+1—1+1—1+...= 3% (=1)".
Rozwigzanie

Mamy ciag a, = (—1)""".

Zobaczmy jak wyglada ciagg sum czesciowych:

s1 =1,

ss=1—-1=0,

s3=1—1+4+1=1,

s4=1—-14+1-1=0,

i tak dale;j.

Zatem ciag (sn) jest ciagiem 1,0,1,0,1,0,... rozbieznym.
Zatem szereg 5.0, (—1)""" jest szeregiem rozbieznym.

Przyktad 2
Zbadamy zbieznoé¢ szeregu: y_>° (\/n +1-— \/ﬁ)
Rozwigzanie

Zapiszmy kolejne sumy cze$ciowe ciggu a, = vn + 1 — y/n:

s1=v2- V1,



32:(\/5—\/1)%-(\/5—\/5):\/_—\/1
33:(¢§_ﬁ)+(¢§—ﬁ)+(ﬂ—¢§)=ﬂ—ﬁ,

Zatem wzOr ciggu sum czesciowych jest nastepujacy:
swzQQ—JQ+(J1wﬁ)+ﬁﬂ—¢@+”.+@%?_—wﬂ:
—Vn+tl-vV1i=vn+1-1.

Poniewaz
ILm Sp = le (\/n+ — \/I) = +o00,

zatem szereg Y - (\/ n+1-— \/ﬁ) jest rozbiezny.
Przyktad 3

. /s ) 00 1\n
Zbadamy zbieznoSc szeregu: ) - | ( 5 ) .

Rozwigzanie

n

Zapiszmy kolejne sumy czeSciowe ciggu a, = (%) :

1
8125
1 1 3
$2=3t1=7%
_ 1,1 ,1_ 71
s$3=5t+t7tg§g=73

Mozemy zauwazyc¢, ze sumy czesciowe to sumy poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = % iilorazie ¢ = % Zatem mozemy
zastosowac wzor na sume poczatkowych wyrazow:

()

1
Sp = 5 T
2 1-5
czyli
1 n
Sn = 1 - (5) .

Poniewaz ciag b, = (+)" zmierza do 0, zatem granica ciagu s, = 1 — (4)" jest 1.

Wobec tego szereg > > ; (%)n jest zbiezny do 1.


javascript:void(0);

Ten przyktad mozemy zwizualizowac¢ na poniZszym rysunku: w kwadracie o boku 1

sumujemy pola prostokatéw o polach kolejno: 1 R }L ) é , . .. katwo zauwazy¢, ze prostokaty
te wypelniajg caly kwadrat, czyli nieskonczona suma wszystkich pol prostokatow jest
rowna 1.
1
4
1
2 1
1 16
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Przyktad 4
Zbadamy zbiezno$¢ szeregu: Y ﬁ
Rozwigzanie
Wykorzystamy znang zaleznos$¢: W = % — %ﬂ
Wowczas cigg sum czesciowych szeregu n1+1) = % — n}rl ma postac:

_ 1 1 1
Sn—ﬁ‘l‘ﬁ—i—"'—f—m—

1,1 1 1 1 1

=l-g+ty-—3+ +tu-—ma=1-a7

Zauwazmy, ze cigg s, = 1 — n+r1 jest zbiezny i jego granicg jest 1.

Zatem szereg > y jest zbiezny.

n=1 n(n+1

Przyktad 5
Zbadamy zbiezno$¢ szeregu: Y o m

Rozwigzanie



Wykorzystamy zalezno$¢ podobng do tej z poprzedniego przyktadu:

1 _ 1( 11 )
@n—1)(2n+1) 2 \2n—1 2n+1 /"

Wowczas ciag sum czesciowych szeregu > > W ma postac:

2n+1)

_ 1 1 1 —
Sn =13 T35 T T e

-+~

Zauwazmy, ze ciag s, = % (1 —

ol

+%_%+"'+ 2n1—1 _T::—l):%(l_ 2n1+1)

1
2n+1

) jest zbiezny i jego granica jest %
Zatem szereg Y m jest zbiezny.

Przyktad 6

Zbadamy zbiezno$¢ szeregu: » | n.

Rozwigzanie

Cigg sum czesciowych szeregu » >° | n ma postac:

Sn=14+243+...+n,

czyli
__ n(n+1)
n= "2
Ciag s, = @ jest rozbiezny do +o0, zatem szereg » ,° ; m jest rozbiezny.
Przyktad 7

. . s . _ 1 o0 ’ s , .
Majac dany ciag sum cze$ciowych s, = 2 — - szeregu ), | a, znalez¢ wzor ciggu

(an).

Rozwigzanie

Dla liczb naturalnych n > 1 mozemy zauwazy¢, ze zachodzi nastepujgca zaleznosc:
Sp — Sn_1 = (a1 + ag+. ... +a,) — (a1 + ag+. ... +a,_1) = a,.

Zatem w przypadku ciggu z zadania mozemy zapisac:

an:2_i2_(2_ : ):nz_(n_1)2: 2n—1

n (n—l)2 n2(n—1)2 nz(n—l)2 )

Osobno obliczymy wzor na a;:

0,1281:1.



Wazne!

Zwr6¢my uwage na to, ze w ostatnim przyktadzie wyraz a; byt obliczany osobno.
Dlaczego to jest takie wazne?

Zauwazmy, ze gdybySmy wzieli cigg sum czesSciowych s, =1 — % szeregu Y o | ap, to
dla liczb naturalnych n > 1, cigg (a,) ma taki sam wzor, jak w przyktadzie poprzednim.
Ciggi roznig sie tylko pierwszym wyrazem.

Stownik
suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego

Jezeli ciag (an) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g, to suma n poczatkowych
wyrazow tego ciggu jest rowna:

1777,
© sp=a1 7, gdyq # 1,
e sSp=mn-a1,g8dyqg=1




Infografika

Polecenie 1
Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie na tej podstawie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Suma szeregu ZOO

1 . . )
n=1 Gn=T)(6nF) jest rowna:

o o O O
&




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Czy szereg > -~ | (—1)" jest zbiezny? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

() Nie

() Tak

Cwiczenie 2

Jaka jest suma szeregu ZOO L ? Zaznacz prawidtowga odpowiedz.

n=1 i (73

rlklr—k

w|»—~

o O O O

ro|—



Cwiczenie 3

Jaka jest suma szeregu Zzozl (% — \/i—ﬂ )? Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O 2
() Szereg jest rozbiezny.

Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie szeregi rozbiezne.

() > oni n’

00 1 1
o Zn=1(¢m B ¢m)

O > n’

] ZZO=1(\/2n+1—\/2n—1)

O X0 ey



Cwiczenie 5

Ponizej przedstawiono pewne szeregi oraz ich sumy. Potacz w pary szereg z jego suma.

00 1
D n=1 T @75

00 1

n=1 GaiD)@ntd)

00 1

n=1 (3n-1)(3n72)

Dot m

Cwiczenie 6

Znajdz wzor ciagu (ay,), jezeli ciag sum czesciowych szeregu 22021 a,, ma postac s,, =
Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

o o O O

1
T D(EnT3)

2
(2n—1)(2n+1)

1
D) @nt1)

2

— nt1)(2n+3)

—
28

n—1
2n—1"




Cwiczenie 7 @

Uporzadkuj szeregi od najmniejszej do najwiekszej sumy. Ztap element i przesun go w goére lub
w dot.

&) 1 1 -
(v -~ ) *
[e’e] 1 o 1 a

2 n=1 ( Vin—4  bn+l ) M

o0 ( 1 . 1 ) A

n=1\ v2n+1 V2n+3 v
Cwiczenie 8 @

Potacz w pary szereg i odpowiadajgcy mu cigg sum czesciowych.

0 1 1 _ 1 1
2
nl o) @73 sp=v3n+1-1




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Co to jest szereg liczbowy?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciggi. Zakres podstawowy. Uczen:

1. oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem og6lnym;
2. oblicza poczatkowe wyrazy ciggoéw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach:

a1 = 0,001

a) o 1 J
An+1 = Qn + jan(l - an)
ap = 1

b) a9 — 2

An42 = Qpt1 +ay,

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2. rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 definuje pojecie szeregu liczbowego,
 oblicza sumy szeregow.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zaje¢: ,,Co to jest szereg liczbowy?”

2. uczniowie tworzgc mape¢ mysli przypominajg pojecia ciggu, ciggu arytmetycznego,
ciggu geometrycznego oraz granicy ciggu.

3. Uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

3. Uczniowie w parach wykonujg pozstate ¢wiczenia interaktywne, a nastepnie
poréwnujg swoje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.



3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.
Praca domowa:

1. Uczniowie analizujg infografike i wykonujg polecenia z nig zwigzane.
Materialy pomocnicze:

e Granica ciggu nieskonczonego
» Przyklady ciggow zbieznych

Wskazowki metodyczne:

Infografika mozna wykorzystac na lekcji jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy na temat
pojecia szeregu liczbowego.
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