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Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Poznalismy juz definicj¢ granicy funkcji w punkcie zaréwno wedtug Heinego, jak i wedtug
Cauchy'ego, a takze podstawowe sposoby sprawdzania, czy funkcja posiada granice

w zadanym punkcie. Dotychczas, aby stwierdzi¢, czy funkcja posiada granice w danym
punkcie, korzystaliSmy z definicji lub z granic jednostronnych. Czesto wygodniej jest
sprobowac obliczy¢ granice bezposrednio. Temat ten poSwiecimy na przedstawienie
metod obliczania granic pewnych typow funkcij.

Twoje cele

» Dowiesz sig, co to s3 funkcje elementarne.

e Obliczysz granice wybranych funkcji elementarnych w punktach nalezacych do ich
dziedziny.

e Obliczysz granice wybranych funkcji elementarnych w punktach nienalezacych do
ich dziedziny.




Przeczytaj

Czym s3 funkcje elementarne?

Zanim przejdziemy do metod obliczania granic funkcji, dowiemy sig, jakie funkcje zaliczamy
do tzw. funkcji elementarnych.

Funkcje elementarne
Do funkciji elementarnych zaliczamy nastepujace funkcje

» wielomiany (w szczego6lnosci funkcje liniowe i kwadratowe),
» funkcje wymierne,

» funkcje wyktadnicze,

 funkcje logarytmiczne,

» funkcje trygonometryczne,

o funkcje typu f(z) = {/z.

Ponadto funkcjg elementarng jest suma, roznica, iloczyn, iloraz oraz ztozenie dowolnych
dwoch funkcji elementarnych.

Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie?
Dla funkciji elementarnych prawdziwa jest nastepujaca wiasnosc¢?

Wiasnosé: Granica funkcji elementarnej w punkcie

Jezeli funkcja f : Dy — R jest funkcjg elementarng oraz xy € Dy, to funkcja f posiada
granice w punkcie x( oraz

lim f(z) = f(zo).
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Przyktad 1

Korzystajgc z powyzszej wiasnosci, obliczymy ponizsze granice.
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Rozwigzanie
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9151351), log,(z* + 7) = log,(3% +7) = log,16 = 2.
Ad 4.

g}l_r% sin(z 4 7) = sin(§ +7) = —sin - = —1.

Powyzszg wlasnos¢ mozemy stosowac jedynie w przypadku, gdy punkt w ktorym liczymy
granice nalezy do dziedziny funkcji elementarnej. Ponizsze przyktady pokazujg, w jaki
sposob mozemy probowac obliczy¢ granice pewnych typow funkcji w punktach
nienalezacych do ich dziedziny.

Przyktad 2
Obliczymy granice
xlinilz %
Rozwigzanie
Rozpoczniemy od wyznaczenia dziedziny funkcji f(x) = % W tym celu
wyznaczamy miejsca zerowe mianownika.
A=3-4.2=1
Stad
1 = _32_1 = —2 oraz T2 = % = —1.

Zatem Dy = R\ {—2, —1}. Punkt zp = —2 nie nalezy do dziedziny funkcji f, wiec nie
mozemy zastosowac wczesniejszej wlasnosci. Aby obliczy¢ granice funkciji f upro$cimy jej




wzor. W tym celu zapisujemy licznik i mianownik w postaci iloczynowej. Miejsca zerowe
mianownika juz policzylismy, policzmy zatem miejsca zerowe licznika.

A=324+4.2.2=9+16 = 25.
Stad

w1:*1*5:—2 oraz Ty = — > =

Wzor funkcji f mozemy wiec zapisa¢ nastepujaco

f(@) = 252?31?5 - ((3;:122))((2;;11)) =&
dlaxz € Dy. Zatem
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Przyktad 3
Obliczymy granice

lim Zte=2

zo1t Va1l
Rozwiagzanie
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Na poczatek wyznaczymy dziedzine funkcji f(z) = N Pierwiastek kwadratowy

mozemy obliczy¢ tylko z liczb nieujemnych. Zatem musi by¢ speiniony warunek

x — 1 > 0. Ponadto nie mozemy dzieli¢ przez zero, czyli ¢ — 1 # 0. Ostatecznie

Dy = (1, +00). Widzimy stad, ze w punkcie £y = 1 mozemy obliczy¢ tylko granice
prawostronng. Poniewaz o = 1 ¢ D¢, wiec nie mozemy podstawi¢ liczby 1 do wzoru
funkciji. Sprobujmy zatem jg uprosci¢. W tym celu zapiszemy licznik w postaci
iloczynowej. Poniewaz A = 1 + 8 = 9 wiec

Stad otrzymujemy

lim 2222 — Jim E0ER) g (Vz - 1(z42))=0-3 =0.

zo1t Va—1 z—1t r—1 z—1t
Przyktad 4
Obliczymy granice
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Zaczniemy od wyznaczenia dziedziny funkcji f(x) = Mamy
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22— Vz+1#0=>vVe+1#2=z+1#4=>2#3

Podsumowujgc: Dy = (—1,3) U (3, +00). Zatem, aby obliczy¢ granice naszej funkciji

w punkcie xy = 3, musimy najpierw przeksztalcic¢ jej wzor do innej postaci. Dgzymy do
tego, aby dla £y = 3 mianownik nie byl rowny zero. W tym celu pomnozymy licznik

i mianownik funkcji przez wyrazenie 2 4 v/ + 1. Otrzymamy wowczas

__ (z=3)2+Va+])
f@) = rmevem -

W mianowniku korzystamy ze wzoru skréoconego mnozenia na roznice kwadratow

(@) = (2-3)2+varl) _ (e-3)2+Vail) _ 9 Jzil
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Stad nasza granica jest rowna
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Stownik

réznica kwadratow

(a —b)(a +b) = a® — b?

posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej

f(z) = a(z — z1)(z — x2), gdzie
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Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza galerig, w ktorej pokazano, w jaki sposdb mozna obliczy¢ granice
wybranych funkcji ztozonych. Korzystajac z przedstawionych w galerii metod, wykonaj

polecenia zamieszczona ponizej.

Polecenie 2

Oblicz granice

Polecenie 3

Oblicz granice

li>r£14 [logg(4 — 7x) — logg(z + 8)].



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
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Cwiczenie 2

Wskaz granice, ktére s rowne 1.

0] lim 3=+

rz——1

. 3x+4
D }:11)1}1 r+4

) limlog,(3z —4)

r—2

() limsin(2z — 6)

r—3




Cwiczenie 3
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Cwiczenie 4

Wskaz granice, ktére sg mniejsze od 1.
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Cwiczenie 5
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Cwiczenie 6

Wskaz wartosci podanych granic.
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Cwiczenie 7

Potacz w pary granice z ich poprawnymi wartosciami.
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Cwiczenie 8 @

Przeciggnij w puste pola poprawne liczby.
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Przenie$ granice o tych samych wartosciach do wskazanych obszaréw.
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Dla nauczyciela

Autor: Mariusz Dolinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:
1. oblicza granice funkcji (w tym jednostronne);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza granice funkcji elementarnych poprzez podstawienie wartosci granicznejdo
wzoru funkcij;

» wykorzystuje wzory skroconego mnozenia do upraszczania wzorow funkciji w celu
obliczenia ich granicy.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda sytuacyjna;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Jak obliczy¢ granice funkcji w punkcie?” i celow
zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg sie indywidualnie z trescig sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwiazania z inna parg uczniow i ustalajg jedng wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

3. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenia numer 6, 7i 8 po wykonaniu kazdego
z nich nastepuje omowienie rozwigzania przez nauczyciela.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, metodg
krokodyla. Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki”

i ,ozywia si¢” tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajagc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Jak obliczy¢
granice funkcji w punkcie?”.

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.



Materialy pomocnicze:
o Postac iloczynowa funkcji kwadratowe;j
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekcji ,Galeria zdje¢ interaktywnych” mozna wykorzystac¢ na lekcji jako
podsumowanie i utrwalenie wiedzy w temacie ,Jak obliczy¢ granice funkcii
w punkcie?”.


https://epodreczniki.pl/a/miejsca-zerowe-funkcji-kwadratowej-postac-iloczynowa-funkcji-kwadratowej/DlDm9kI9H

