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Zrédto: Immo Wegmann, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Granice funkcji w punkcie, zarowno wiasciwe, jak i niewlasciwe, sg czesto spotykane

w praktycznych zastosowaniach matematyki, np. w analizie przebiegu funkcji. W tym
materiale nauczysz si¢ oblicza¢ warto$ci granic, przy wykorzystaniu dwoch rownowaznych
definicji podanych w XIX wieku przez stynnych matematykow Augustina Louisa
Cauchy'ego oraz Heinricha Eduarda Heinego. Byli to matematycy innych narodowosci -
francuskieji niemieckiej. Nie wspolpracowali ze sobg, ale ich praca wspolnie nadata nowy
wymiar analizie matematyczne;j.

Granice niewlasciwe w punkcie bardzo czesto wskazujg tez na to, ze funkcja jest nieciggta.
Przekonasz sie w dalszej czesci materiatu, ze nie zawsze tak musi by¢ oraz Ze granice
jednostronne nie muszg przyjmowac takich samych wartosci.

Twoje cele

e Zbadasz, czy zadana funkcja ma granice niewtasciwg w punkcie.
» Wyznaczysz parametry funkcji wymiernej, aby miata granice niewtasciwa w punkcie.



Przeczytaj

Granica funkcji w punkcie jest zazwyczaj liczbg rzeczywistg, nazywamy takg granice
granicg wlasciwa. Nie zawsze tak jest, czasami taka granica moze by¢ nieskonczona,
nazywamy jg wowczas granica niewtasciwa.

Definicja granicy niewtasciwej w punkcie

Przypomnijmy sobie dwie, rownowazne definicje granic niewtasciwych funkcji w punkcie,
wedtug Heinego i Cauchy’ego.

Definicja: granicy niewtasciwej w punkcie, wedtug Heinego

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie z( granice niewlasciwg réwng +oo, gdy poza
samym punktem xy pewne jego otoczenie nalezy do dziedziny tej funkciji, oraz dla
dowolnego ciggu argumentow x,, z dziedziny, dgzacego do xg, wartosci f(z,) daza do
+00.

Definicja: granicy niewtasciwej w punkcie, wedtug Cauchy’ego

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice niewtasciwa rowng 400, gdy poza
samym punktem xy pewne jego otoczenie nalezy do dziedziny tej funkciji, oraz dla
dowolnie duzejwartosci dodatniejliczby M istnieje taka liczba dodatnia 4, ze dla
wszystkich argumentéw z z dziedziny pomiedzy zy — § i ¢y + § wartosci f(z) sg wieksze
od M.

Symbolicznie zapisujemy to jako:

i, f(@) = +oo

Podobnie definiujemy granice niewlasciwg réwna (—oo).
Przyktad 1

Sprawdzimy, uzywajgc definicji Heinego, czy funkcja f(z) = ;—21, x # 0, ma w punkcie
xo = 0 granice niewtasciwa.

Rozwigzanie

Wezmy dowolny ciagg argumentow x,,, dazacy do zera. Wowczas wiemy, ze cigg
kwadratow tych argumentow, 22, rowniez dazy do zera, przyjmujac tylko wartosci
dodatnie. Zatem ciag przeciwienstw odwrotnosci kwadratow, ;—21, dazy do (—o0), czyli

granicg funkcji f w 2o = 0 jest (—o0),
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Przyktad 2

Sprawdzimy, uzywajgc definicji Cauchy’ego, czy funkcja f(z) = ;—21, x # 0, maw punkcie
xo = 0 granice niewtasciwa.

Rozwigzanie

Wezmy dowolnie duzg liczbe dodatnig M. Jezeli zdefiniujemy liczbe dodatnia § rowna

odwrotnos$ci pierwiastka z M, czyli 6 = ﬁ to wowczas dla wszystkich niezerowych

wartosci  wigkszych od (—ﬁ) i mniejszych od ﬁ wartosci funkcji f s mniejsze od

(—M), i tym samym granicg funkcji f w = 0 jest (—o0).

Mozemy sprawdzi¢ empirycznie, jak wyglada znajdowanie wartosci § w zaleznosci od
wartosci M na przykladzie funkcji f(z) = =5, z # 0.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D13DuFZB8

Jak wida¢, im wieksza warto$¢ M, tym mniejsza jest warto$¢ 6 — wezszy jest zakres
argumentow, dla ktorych wartosci funkcji sa powyzejzadanejlinii - ale za kazdym razem
mozna takg wartos$¢ znalez¢.

Znajdowanie granic niewtasciwych


https://zpe.gov.pl/a/D13DuFZB8

Jezeli funkcja jest ciggta w danym punkcie, to z definicji ciggloSci wiemy, ze jej granice
jednostronne sg rowne wartosci funkcji w tym punkcie. Poniewaz funkcje nie mogg miec
wartosci nieskonczonych, tym samym w punkcie, w ktorym funkcja jest ciggla, nie mozemy
nigdy otrzymac granicy niewlasciwe;j.

Przyktad 3

Sprawdzimy, czy funkcja y = 2? — 3 moze mie¢ w ktéryms punkcie granice niewltasciwa.
Rozwigzanie

Nie moze, bo jest funkcja ciggla.

Wazne!

Jezeli funkcja nie jest cigglta w punkcie, to wciaz nie musi mie¢ granicy niewtasciwej,
moze nawet mie¢ granice skonczong.

Przyktad 4
Sprawdzimy, czy funkcja

2
z°—3 gdyx #1
f(z) = sve 7
0 gdyx =1
moze mie¢ w ktoryms$ punkcie granice niewlasciwag.

Rozwigzanie

Dla zadnego punktu poza z # 1 nie moze, bo jest funkcja ciggla. W punkcie z = 1 nie
jest ciagla, ale rowniez nie posiada granicy niewlasciwej, bo posiada granice skonczong,
rowng —2.

Dla posiadania granicy niewlasciwej funkcja nie moze by¢ w danym punkcie ciggla, ani nie
moze posiada¢ tam granicy skonczonej. Latwo to zweryfikowac, gdy funkcja jest zadana
prostym wzorem, lub gdy zna si¢ wykres funkciji. Jezeli funkcja jest zadana trudnym
wzorem, na przyklad jest funkcja wymierna, trzeba dokona¢ niezbednych obliczen.

Przyktad 5
Zbadamy, czy funkcja

3
flo) = 2522

ma w punktach z; = 01iz2 = 1 granice niewlasciwe.

Rozwigzanie




Zachowanie w punkcie z; = 0 sprawdzamy, podstawiajac z; = 0 do wzoru funkcii,
otrzymujac

3
fl@) = 0) = %55 = 5 = -2,
czyli funkcja f w punkcie 1 = 0 posiada granice skonczong rowng (—2).
Dla punktu z2 = 1 mamy:

lim f(z) = lim 2iet? [M} =[] = 400,

+
Ty z1t @1 -1 0
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lim f(a:) = lim 21 — |11 | T [0—_] — —OCQ.
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Zatem funkcja f w punkcie o = 1 posiada jednostronne granice niewtasciwe.

Stownik
granica wtasciwa
granica funkcji w punkcie, ktora jest liczba rzeczywistg

granica niewtasciwa

granica funkcji w punkcie, ktora jest nieskonczona (—oo lub +4-00)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Ponizsza symulacja interaktywna pomoze Ci zrozumie¢, jak obliczy¢ granice niewtasciwa

funkcji w punkcie. Pozwoli sprawdzi¢ w praktyce, na przyktadzie funkcji y = xfflg granice

przy dowolnej wartosci a.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUAZd8Awd

Polecenie 2

Dla jakich rzeczywistych wartosci parametru a funkcja posiada punkt, w ktérym ma granice
niewtasciwg? Skorzystaj z powyzszego wykresu ustawiajgc suwak wartosci parametru a na

dowolnie wybrane wartosci.


https://zpe.gov.pl/a/DUAZd8Awd

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

a

Na podstawie wykresu funkcji f zaznacz poprawna odpowiedz.

() Funkcja maw z = 0 granice niewtfasciwa.

() Funkcja maw z = 0 jedynie rézne granice jednostronne.

() Funkcja maw z = 0 granice wtasciwa.



Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z ponizszym rysunkiem.

Y A
2 y = f(2)
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Na podstawie wykresu funkcji f zaznacz poprawna odpowiedz.

() Funkcja maw z = 0 jedynie rézne granice jednostronne.

() Funkcja maw z = 0 granice niewtfasciwa.

() Funkcja maw x = 0 granice wtasciwa.



Cwiczenie 3

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

rz—1-

z—1t

[ lim -5 =00

z—1t

e
(] lim & = —o0

Cwiczenie 4

Zaznacz zdanie prawdziwe.

O lim —% = 00
r——3-
Cwiczenie 5

3z2—1 .
2

Wybierz poprawna odpowiedz. Funkcja f(z) =
() jestciaggtaw z = 0.

() maw z = 0 granice niewtasciwa.

() maw z = 0 granice wtasciwa.




Cwiczenie 6

Przeciggnij poprawng odpowiedz.

32> |
z2+1 !

Funkcja dana wzorem f(z) =

‘ ma w x = 0 granice niewtasciwa ’ ‘ jest nieciggtaw x = 0

‘ ma w x = 0 granice wtasciwg ’

Cwiczenie 7
Cwiczenie 8

Dana jest funkcja f(z) = % z parametrem rzeczywistym a. Dla jakich wartosci

parametru a funkcja posiada punkt, w ktérym ma granice niewtasciwg?
a=20

a#0

Dla wszystkich wartosci a.

o O O O

Nie ma takiej wartosci a.



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ granice niewlasciwa funkcji w punkcie?
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania ogolne:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.
Uczen:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

e odroznia granice wiasciwg funkcji w punkcie od niewtasciwe;j;
 oblicza parametry funkcji wymiernej, aby miata granice niewtasciwg w punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa kierowana;



« mapa mysli.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostepem do Internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie czytajg czeS¢ wprowadzajgcg lekcij.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej sekcje ,Wprowadzenie”, omawia
i komentuje z uczniami cele lekcij.

2. Nauczyciel prosi uczniow o streszczenie przeczytanego przed lekcjg materiatu,
analizuje zagadnienie, rozpoznaje wiedze¢ uczniow dotyczacg granic jednostronnych
funkcji, wiaSciwych i niewtasciwych.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej czes¢ ,,Definicja granicy niewtasciwe;j
w punkcie” z sekcji ,Przeczytaj” oraz omawia jg na forum klasy, ktadgc nacisk na aplet
interaktywny, ilustrujgcy definicje granicy niewtasciwejw punkcie.

2. Uczniowie w 3-4 osobowych grupach czytajg pozostata czes¢ sekcji ,,Przeczytay,
tworza mape mysli na temat granic niewtasciwych funkcji w punkcie. W przypadku
powstania watpliwosci, nauczyciel wyjasnia na forum catej klasy napotkany problem.
Pod opiekg prowadzgcego uczniowie porownujg wyniki pracy nad mapami mysli
i omawiaja powstate roznice.

3. Uczniowie samodzielnie rozwiazuja zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

» Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniow, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa:



Uczniowie zadajg sobie nawzajem w ramach 3-4 osobowej grupy zadanie, analogiczne do
jednego z ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:

 Granice funkcji
 Cigglosc¢ funkciji

Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana jako materiat powtorzeniowy.
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