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Znajdz btad w rozumowaniu, czyli analiza dowodow

twierdzen

Zrédto: dostepny w internecie: ElisaRiva z Pixabay, domena publiczna.

Czasami dobrze jest mysle¢ o dowodzie twierdzenia jak o matej ,bitwie” miedzy autorem
dowodu a jego odbiorcg, czytelnikiem. Na poczatku nauki dowodzenia twierdzen czesto
jestesmy odbiorcami, uczac si¢ dowodow przedstawionych przez nauczycieli lub
znalezionych w podrecznikach. Czytanie dowodow nie jest tatwe i moze si¢ znudzi¢, jesli
po prostu sprobujemy czytac je jak ksigzke, nie koncentrujgc sie maksymalnie.
Najwazniejszg czescig analizy dowodu jest kwestionowanie wszystkiego, co méwi nam
autor. Na kazdym etapie rozumowania powinniSmy stawia¢ pytanie ,dlaczego?”

W tym materiale zajmiemy si¢ analizowaniem dowodéw pozornie poprawnych, znajdziemy
w nich btedy i w kazdym z przypadkéw odpowiemy na pytanie: dlaczego nie mozna
wykona¢ danego kroku w rozumowaniu? Pozwoli nam to przypomniec¢ sobie i utrwali¢
kilka waznych zasad arytmetycznych i algebraicznych.

Materiat tu zawarty jest materialem nadobowiazkowym, wiec jesli nie interesuje Cie ta
tematyka, mozesz po prostu lekcje pomingc.

Twoje cele

o Wyszukasz btedy w dowodach twierdzen.
e Przeanalizujesz wybrane dowody, aby zweryfikowac ich poprawnosc¢.


https://pixabay.com/pl/users/elisariva-1348268/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2062057
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2062057




Przeczytaj

Juz w starozytnosci wsrod rozumowan logicznych pojawity sie takie, ktore byty na pozor
prawidtowe, ale ,dowodzity” tez, o ktorych wiadomo, ze sg nieprawdziwe. Byty to sofizmaty,
antynomie i paradoksy.

Sofizmat (z jezyka greckiego sophisma - falszywy wniosek, wykret) to rozumowanie,
w ktorym Swiadomie popetniono btad logiczny, ktory nadaje temu rozumowaniu pozor
poprawnosci.

Przyktad 1

Rozwazmy zdanie: Rogow nie zgubites, a czego$ nie zgubil, to posiadasz; zatem posiadasz
rogi. Jego autorem byt Eubulides z Miletu - filozof nalezacy do szkoty megarejskiej, ktory
zyt w IV wieku p.n.e.

Cztowiek nie ma rogow, gdzie wiec jest blad w tym rozumowaniu?
Rozwigzanie

Zdanie jest implikacja, ktorg mozemy prosciej wyrazi¢ w nastepujacy sposob: Jesli nie
zgubile$ rogow, to je posiadasz. Btad tkwi w tym, Ze nie mozna zgubi¢ tego, czego sie nie
ma. Zdanie o zgubieniu i posiadaniu bytoby prawdziwe, gdyby dotyczylo czegos, co
rzeczywiscie mamy, np. kluczy w kieszeni: Nie zgubites kluczy, wiec musisz je miec.

Antynomia jest to zbior zdan, ktorych uznanie wydaje si¢ by¢ dozwolone i prowadzi jednak,
poprzez poprawne rozumowanie, do uzasadnienia rownowaznosci jakiegos zdania i jego
negacji (czyli do sprzecznosci).

Przyktad 2

Rozwazmy zdanie (rowniez przypisywane Eubulidesowi): Pewien cztowiek twierdzi: ,ja
teraz kltamie¢”. Co powiemy o prawdziwosci tego zdania?

Rozwigzanie

Jesli zadamy sobie pytanie, czy ten czlowiek jest ktamcg czy tez mowi prawde, dojdziemy
do sprzecznosci. Jesli ktamie, to stwierdzajac ,ja teraz klamie” mowi prawde, a wiec nie
jest klamcg. Jesli natomiast mowi prawde, to znaczy, ze ktamie, bo to oznacza

wypowiadane przez niego zdanie.

Paradoks (z jezyka greckiego paradoksos - nieoczekiwany, nieprawdopodobny) to
rozumowanie pozornie poprawne, ktore prowadzi do wnioskoéw jawnie niezgodnych
z danymi potocznego doswiadczenia i przekonaniami zdroworozsadkowymi.
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Przyktad 3

Rozwazmy jeden z paradoksow Zenona z Elei, ktory zyt w V wieku p.n.e.: ,Siew. Skoro
przy zasiewaniu pojedynczego ziarna brak jest wrazen stuchowych, to przy zasiewaniu
wiekszejilosci szum musi by¢ ztudzeniem” Czy to jest prawda?

Rozwigzanie

Z doswiadczenia wiadomo, Ze nalozenie si¢ na siebie wielu jednakowych bodzcow daje
inny efekt niz pojedynczy bodziec. Bledno$c¢ ,Siewu” polega na wycigganiu wniosku ze
zbyt niskiego poziomu szumu przy sianiu malejiloSci ziarna.

W nastepnych przyktadach bedziemy analizowa¢ wylacznie dowody o charakterze

matematycznym. Zagadnienia, ktorych dotyczg, mogg wydawac sie podobne, ale w kazdym

dowodzie popelniony jest inny btad. Zastanowimy si¢ tez, jakiej wiedzy matematycznej
brakuje osobie popelniajgcej dany biad.

Przyktad 4

Rozwazmy twierdzenie: Jedli a? jest liczbg wymierna, to a jest liczba wymierng. Czy to
twierdzenie jest prawdziwe - co nam podpowiada intuicja?

A teraz przeanalizujmy jego ,,dowod”:

Jesli a? jest liczba wymierng, to mozemy zapisa¢: a* = ’7’;‘—22, gdzie m i n to liczby

naturalne. Stad a = 7, wiec a jest liczbg wymierna.
c.n.d.

Czy w tym ,dowodzie” jest btad? Jezeli tak, to gdzie?
Rozwigzanie

Twierdzenie jest falszywe; mozna poda¢ kontrprzyklad: Niech a = v/5, wowczas a® = 5
i jest liczbg wymierng, podczas gdy a jest liczbg niewymierna.

Blad w ,dowodzie” tkwi w zapisie: a* = 77':—22 Liczbe wymierna rzeczywiscie zapisujemy
w postaci ilorazu dwoch liczb catkowitych, przy czym mianownik nie moze by¢ zerem,
ale liczby te nie musza by¢ kwadratami liczb catkowitych (w tym przyktadzie rozwazano
liczby naturalne). Kiedy mozemy popetlnic taki btgd? Gdy nie znamy dobrze definicji
liczby wymierne;j.

Przyktad 5

W ponizej przytoczonym rozumowaniu ,udowodniono”, ze 1 = 2. Jest to oczywista
nieprawda, wiec przeanalizujmy ,dowo6d” i znajdZzmy biad.
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,Dowod”

Wezmy dwie takie liczby a i b, Zze a = b. Mozemy wykonac¢ kolejne przeksztalcenia
rownowazne:

a’> = ab

a’> +a®> = a® + ab

202 = a® + ab

2a? — 2ab = a® + ab — 2ab
202 — 2ab = a® — ab

2(a2 — ab) =a®—ab

2=1

c.n.d.

Gdzie zostal popetniony biad?
Rozwigzanie

ROWNOS¢ 2(a? — ab) = a® — ab zostata obustronnie podzielona przez wyrazenie a — ab.
Na poczatku zalozyliémy, ze a = b, wiec a®> — ab = 0. Nie wolno dzieli¢ przez 0. Kiedy
mozemy popetlnic taki btgd? Gdy nie zwracamy uwagi na poczynione zatozenia i gdy
podejmujac dzielenie przez wyrazenie algebraiczne nie sprawdzamy, czy nie jest ono
rowne 0.

Przyktad 6

W tym przykladzie bedziemy wykonywac¢ wylacznie dzialania arytmetyczne. W ponizej
przytoczonym rozumowaniu ,udowodniono”, ze 3 4+ 2 = 4. Jest to oczywista nieprawda,
wiec przeanalizujmy ,dowo6d” i znajdzmy btad.

,Dowod”:

Zapiszmy rownos¢ prawdziwg: —20 = —20 i dalej jg przeksztatcajmy:
—20=-20

16 — 36 = 25 — 45

42—-4-9 =5 -5-9

£-4.94 5 =5"-5-94+



4—9=5-3
4=5
3+2=4
c.n.d

Gdzie zostal popeiniony bigd?
Rozwigzanie

Blad zostal popetniony przy obustronnym pierwiastkowaniu wyrazenia

9\2 9\2
(4-32)"=06-32)"
4— 49 =—1 za$5— 4 = 1 wiecliczby te nie sa rowne. Tutaj uwaga o obliczaniu
pierwiastkow drugiego stopnia: pierwiastek (tzw. arytmetyczny) drugiego stopnia
z liczby nieujemnej jest nieujemny, chociaz liczba podpierwiastkowa moze by¢ wynikiem
podnoszenia do kwadratu liczby ujemne;j. Istniejg natomiast dwa pierwiastki tzw.
algebraiczne z liczby dodatniej a: s3 to liczby v/a i (—\/E) jako rozwigzanie rownania

z? = a. Kiedy mozemy popelni¢ taki blad? Gdy nie pamietamy, ze jezeli drugie potegi

danych liczb sg réwne, to liczby te nie musza by¢ rowne, ale moga by¢ przeciwne.

Stownik
twierdzenie

zdanie oznajmujgce ztozone z dwoch zdan, przy czym jedno wynika z drugiego

dowdd twierdzenia

wykazanie, ze pewne zdanie jest prawdziwe; kazdy krok dowodu musi jasno wynikac
z poprzednich lub by¢ przyjetym aksjomatem (faktem matematycznym, ktorego
prawdziwosc¢ jest ogolnie znana, przyjmowana bez dowodu)

sofizmat

rozumowanie, w ktérym swiadomie popeiniono btad logiczny, ktory nadaje temu
rozumowaniu pozor poprawnosci

antynomia




zbior zdan, ktorych uznanie wydaje sie by¢ dozwolone i prowadzi jednak, poprzez
poprawne rozumowanie, do uzasadnienia rownowaznosci jakiegos zdania i jego negaciji
(czyli do sprzecznosci)

paradoks

rozumowanie pozornie poprawne, ktore prowadzi do wnioskoéw jawnie niezgodnych
z danymi potocznego doswiadczenia i przekonaniami zdroworozsgdkowymi



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, ktéra obrazuje budowanie ,dowodu” twierdzenia:
Kazda liczba rzeczywista jest zerem, a takze wskazuje operacje niedozwolona.

W o ) g )]

Twierdzenie
Kazda liczba rzeczywista jest zerem.

3

Twierdzenie
Kazda liczba rzeczywista jest zerem.



Polecenie 2

Utéz w kolejnosci dowéd twierdzenia: 2 + 2 = 6. Wskaz operacje niedozwolong lub
nieprawidtowy wynik wykonanej prawidtowej operacji, jezeli taki istnieje.

Obustronnie pierwiastkujemy.
(4-5)"=(6-5)"

4=6czyli2+2=6
c.n.d.

Zapisujemy rownos¢ prawdziwa.
1=1

Zapisujemy niektore liczby w postaci kwadratéow.
4245%-2.4.-5=624+5>-2-6-5

Do obu stron dodajemy 5.
4—-5=6-5

Wyrazamy jedynki inaczej.
41 — 40 =61 — 60

Zapisujemy odjemne inaczej.
16 + 25 — 40 = 36 + 25 — 60

O

O

O

O

O

O

O



Polecenie 3

Ponizej widzisz dowdd twierdzenia: 1 + 1 = 1. Przeciagnij do tabeli w poprawne miejsca
opisy tych operacji. Wskaz, ktdrej operacji nie wolno byto wykonaé, jezeli taka istnieje.

Niecha =b,a-a=b-a,a®> —b* =ab—b? (a+b)(a—b) =bla—b),a+b=h,
b+b=bczyli2b=5b2=1czylil+1=1,c.nd.

,pDowod" twierdzenia Opis

Niech a = b.

a-a=b-a

a’> —b® =ab—b?

(a+b)(a—0b) =0bla—1)

a+b=">

b+b=0bczyli2b=0»>

2=1czylil+1=1 c.n.d.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 @)

,2Jdowodnimy”, ze 2 + 2 = 5. Przeanalizuj ponizszy dowdd i znajdz btad. Przeciagnij wtasciwe

oznaczenia do tabeli.

Mozemy zapisa¢ oczywistg réwnosé: 0 = 0., Wyrazmy zera po obu stronach réwnosci jako
wynik dwoch réznych odejmowan: 20 — 20 = 25 — 25., Wyrazmy liczby 20 i 25 w postaci
iloczynéw:4-5—4-5=5-5— 5-5., Doprowadzamy obie strony do postaci iloczynowej:
4.-(5—5)= 5-(5—5)., lupraszczajac obustronnie otrzymujemy: 4 = 5, czyli2 + 2 = 5,

c.n.d.

Dowaéd Gzie tkwi btad?

Mozemy zapisac
oczywistg rownosé: 0 = (

Wyrazmy zera po obu
stronach réwnosci jako
wynik dwdch réznych
odejmowan:
20 — 20 = 25 — 25.

Wyrazmy liczby 20 i 25
w postaci iloczynéw:
4.-5—-4-5=5-5— 54b

Doprowadzamy obie
strony do postaci
iloczynowej:
4.(5—-5)=5-(5—-05)

| upraszczajac obustronnie
otrzymujemy: 4 = 5, czyli
24+ 2 =25, cn.d.




Cwiczenie 2 @)
Przeanalizuj ,dowdd” rownosci: 1 + 1 = 0 przedstawiony krok po kroku w wierszach
ponizszej tabeli. Czy ta rownos¢ jest prawdziwa? Jesli nie, to znajdz btad w dowodzie, wskaz
ktére zdania sg prawdziwe, a ktére fatszywe.

Dowaéd Zdanie prawdziwe Zdanie fatszywe
1+1=2
1+1-1=2-1
1+1-1=4/(2-1)*
1+1-1=v4—-4+1
1+1-1=+1
14+1—1=4/(-1)
1+1-1=-1
1+1=0

Ol OINCRIGNICINORICGNHE
OO0 O 00| 0|00

Cwiczenie 3

Niech a = 2 oraz b = 3. Przeanalizuj "dowdéd" réwnoéci a? + b? = b2 + a? dla podanych
wartosci liczb, przedstawiony krok po kroku w wierszach ponizszej tabeli. Czy ta réwnosc jest
prawdziwa? Jesli nie, to znajdz btagd w dowodzie, wskaz ktére zdania sg prawdziwe, a ktore
fatszywe.

Dowad Zdanie prawdziwe Zdanie fatszywe
a’ +b? = b* + a?
a’ — 2ab + b* = b* — 2ab + a?
(a—b)® = (v* — a?)

a—b=b—a

O]|0|0|0|0|0
O]|0|00|0|0



Cwiczenie 4 >

Ktos jednak wytrwale dazy do tego, aby udowodni¢, ze 1 + 1 = 0, tym razem inng metoda.
Uzupetnij ponizszy ,dowdd”, wstawiajac w puste miejsca wtasciwe wyrazenia metoda
,przeciagnij i upusc¢”. Czy jest w nim btad? Jesli tak, to gdzie?

,Dowod”:
Niechz =1
Stad 2 = 12

Przeksztatcamy te rownosc i otrzymujemy: : ,» CO jest rownowazne:

e+ D@-1)=0.

c.n.d.




Cwiczenie 5

Ponizej przedstawiony jest ,dowdd”, ze 2 = 1, ale popetniony zostat tutaj btad. Przeanalizuj
rozumowanie i wskaz btad.

,Dowod”:
Naszym punktem wyijscia jest prawdziwa rownosé: —2 = —2.
Liczbe (—2) mozemy wyrazi¢ na wiele roznych sposobow, np. tak: 4 — 6 = 1 — 3.

Dokonujemy przeksztatcen rownowaznych: 4 — 6 + % =1—-3+ %;

c.n.d.

Gdzie popetniono btad?



Cwiczenie 6

Kazde dwie liczby rzeczywiste sg réwne. Prawda? Nieprawda. Niemniej jednak ponizszy
,dowodd” pokazuje, ze tak jest. Gdzie jest btad?

,Dowod”:

Wezmy dwie liczby a i b takie, ze a > b.

Zatem istnieje taka liczba ¢ > 0, ze a = b + c. Przeksztatcamy te rownos¢:

a=b+cl|-(a—Db)

a(a —b) = (b+c)(a—0b)

aa — ab =ab+ ac — bb — be

aa —ab—ac = ab—bb — be

ala—b—c)=bla—b—c)|:(a—b—c)

a=1>o



Cwiczenie 7

Matematycy mowia, ze % to symbol nieokreslony, ale kto$ z uporem twierdzi, ze % =2
i usituje to udowodnic.

Czy w ponizszym dowodzie jest btad? Jesli tak, to gdzie?

,Dowod”:

0 _ 100-100 _ _10°-10> _ (10410)-(10-10) _ 20 _ o

0 — 100-100 — T0-10-10-10 10-(10—10) 10

c.n.d.

Cwiczenie 8 @

Czy ztotéwka moze by¢ réwna groszowi? Oczywiscie nie! Jednak ktos ,udowodnit”, Ze tak jest,
a naszym zadaniem jest znalez¢ btad w jego rozumowaniu.

,Dowdd’, zel zt =1 gr:

1zt =100gr = 10gr-10gr =0,12t-0,12t = 0,01zt =1 gr

c.n.d.

Gdzie jest btad?



Cwiczenie 9 @

Teraz ,udowodnimy”, Ze liczba dodatnia moze by¢ réwna liczbie ujemnej. Niesamowite! Ustaw
ponizsze wyrazenia w odpowiedniej kolejnosci, aby otrzymac ,dowdd” tego zdumiewajgcego
faktu, a potem wskaz btad (jesli istnieje).
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(-1 = -1 :
Vi=/(D (D) s
,Dowédd”, zel = —1. =
1=1+1 $
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