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Rozszerzanie wyrazen wymiernych

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Wiemy, ze kazdy utamek zwykly mozemy zapisa¢ na nieskonczenie wiele sposobow.
Naprzyktad 4 = 2 = & = %‘g =
Utamki zwykle rozszerzamy mnozac licznik i mianownik przez taka samg liczbe (r6zng od

zera).
Analogicznie mozemy rozszerza¢ wyrazenia algebraiczne zapisane w postaci utamka.

Twoje cele

o Wykorzystasz rozszerzanie utamkow w przyktadach z wyrazeniami wymiernymi.
e Okreslisz dziedzing rozszerzonego wyrazenia wymiernego.
o Zapiszesz w prostszej postaci utamki pietrowe, wykorzystujac rozszerzanie utamkow.




Przeczytaj

Dane jest wyrazenie wymlerne gd21e P(z)iQ(z) sa pewnymi wielomianami, Q(z)

nie jest wielomianem zerowym. Do dmedzmy wyrazenia nalezg wszystkie liczby
rzeczywiste z wyjatkiem pierwiastkow wielomianu Q(x).

P(z)

Wyrazenie @) mozemy rozszerzy¢ przez wielomian niezerowy W (z), sprowadzajac je do

P(z)-W(z)

postaci W)

Wyrazenia wymierne ngg oraz % sa rowne dla wszystkich liczb rzeczywistych

z wyjatkiem pierwiastkow wielomiandéw z mianownika (czyli Q(z) i W (z)).

Przyktad 1

przez 2z* + x — 6.

3+4

» Powykonaniu mnozenia wielomianow mozemy zapisac, ze

2c—1 __ 423 —132+6
3z+4 ~ 6x3+11z2—14z—-24°

» Ze wzgledu na koniecznos$¢ okreslenia zatozen, zwykle wygodniejszy bedzie zapis
licznika i mianownika w postaci iloczynowe;j.
Wyrazenie, przez ktore rozszerzamy, mozna zapisa¢ w postaci iloczynu:
202 +x — 6 = (z + 2)(2z — 3).

22—1 __ (2z—1)(z+2)(2z-3)
3z+4 = (3z+4)(z+2)(2z-3)

3x+4#0
przyczym< x +2 #0

20 —3 #0
czyliz e R\ {-2;—%;3}.

Zatem

Przyktad 2

Podamy potrzebne zatozenia.

e Sprowadzmy licznik do postaci iloczynowe;j:
-T2 —z+T7=2}(z-T7)—(z—7) =
=z-7)(>-1)=(z-7)(z—1)(z +1).

 Ulamek nalezy zatem rozszerzy¢ przez (z — 1)(z + 1):
-7 _ (@=D@E-1)@E+]) _ 22-72’-ai7
z=5 = (z-5)(z—1)(z+1) — a3—bx’—x+5"

przyczymz € R\ {—1;1;5}.



javascript:void(0);

Przyktad 3

Rozszerzymy utamek % tak, by otrzymac utamek, ktorego mianownikiem bedzie
dwumian z3 + 8.

Podamy potrzebne zatozenia.

o Zauwazmy, ze z° + 8 = (z + 2) (332 — 2z + 4).

o Wystarczy zatem rozszerzyC utamek przez = + 2:

z—2 _ _ (z=2)(z+2) _ 2?4
x2—2z4+4 —  (22—2z+4)(z+2) ~ 2348

 Ulamki sa réowne, gdy x € R\ {—2}.

Przy uwzglednieniu potrzebnych zatozen analogicznie mozna rozszerza¢ dowolne
wyrazenia algebraiczne zapisane w formie utamka. Nie muszg by¢ ilorazami dwoch
wielomianow. Wyrazenie, przez ktore rozszerzamy, nie musi by¢ wielomianem.

W kolejnych przyktadach pokazemy, jak rozszerzajac wyrazenia zapisane w formie utamka,
sprowadzi¢ do prostszej postaci utamki pietrowe.

Przyktad 4

Rozszerzajgc odpowiednio wyrazenie

a+1
a’—1

a*+a’+2a
a’—1

zapisane w formie utamka pietrowego, sprowadzimy je do postaci wyrazenia
wymiernego, czyli utamka, ktorego licznik i mianownik to wielomiany.

Podamy potrzebne zatozenia.

e Rozszerzmy utamek pietrowy przez wyrazenie a® — 1:

a+1 atl (.3 _

as—1 . a3—1 (a 1) o a+1
a3+a’+2a  a3+a’+2a 3 43 2 )

e ta=da (a® — 1) a’ + a* + 2a

» Ustalmy zalozenia pamietajac, ze nie wolno dzieli¢ przez 0.
a®— 140
a4+ a®>+2a+#0

(a—1)(a®+a+1) #0
a(a2+a—|—2) # 0

Wyrazenia a® + a + 1 oraz a® + a + 2 nie przyjmuja wartoéci 0 dla zadnejliczby
rzeczywistej (w obu przypadkach A < 0).




a#0 '’
czylia € R\ {0;1}.

Zatem {a— 170

Przyktad 5

Rozszerzajac odpowiednio wyrazenie

z22—z—2

3+422+10x+12

z2—41+3

224226

zapisane w formie utamka pietrowego sprowadz je do postaci wyrazenia wymiernego,
czyli utamka, ktorego licznik i mianownik to wielomiany.
Podaj potrzebne zatozenia.

o Na poczatek sprowadzmy do postaci iloczynowej wielomiany z° + 42® + 10z + 12
z? 4 2z + 6.

o PLatwo zauwazy¢, ze wielomian z2 4 2z + 6 jest nierozktadalny (A < 0).

o Rozktadajgc wielomian 2 + 42? + 10z + 12 mozemy uzyé metody grupowania:
z® +42° + 10z + 12 = (2° + 42° + 4z) + (62 + 12) =
=z(z+2)° +6(z +2) = (z + 2) (2 + 2z + 6).

« Rozszerzmy ulamek z zadania przez (z + 2) (z2 + 2z + 6):

z?—x—2 22—2—92 9
(z+2)(z?+22+6)  (z+2)(z*+22+6) : (33 + 2) (ZB + 2z + 6) B

24z o 22— 4r =

xz—f—;miz x2+§$12 : (JZ + 2)(332 + 2x + 6)

_ z2—z—2

T (22 —4z+3)(z+2) *

o Wyznaczmy potrzebne zatozenia:
2 +2x+6+#£0
xr+2#0 )
2 —4rx+3#0
czyliz € R\ {—2;1;3}.

Przyktad 6

Rozszerzajac odpowiednio wyrazenie

r+4
23322482

45
3—22+22+16

zapisane w formie utamka pietrowego, sprowadz je do postaci wyrazenia wymiernego,
czyli utamka, ktorego licznik i mianownik to wielomiany.



Podamy potrzebne zatozenia.

e Sprowadzmy do postaci iloczynowej mianowniki utamkow:
z° —32° + 8z = z(2° — 3z + 8)z® — 2® + 22+ 16 = (z + 2)(2* — 3z + 8).

« Rozszerzmy caly utamek przez z(z + 2)(z* — 3z + 8):

:v(a:fj{—’)iJrS) o x(q:?ai—i{—’)iJrg) ) ZE(LE + 2) (ZIJ2 — 3z + 8) _
G0 Gy Gt s L@ +2)(2? — 3z + 8)
_ (@t4(@+2) _ 2’16248
— (z+d)z T a’4bz

o Wyznaczmy zalozenia:

x#0

x # —2.

x # —5H
Stownik

dziedzina wyrazenia algebraicznego

wszystkie liczby rzeczywiste, dla ktorych to wyrazenie ma sens liczbowy



Film samouczek

Polecenie 1

Wyrazenia wymierne mozemy rozszerza¢ podobnie jak utamki zwykte - mnozac licznik
i mianownik przez taki sam czynnik, rézny od 0.

Zapoznaj sie z przedstawionymi w filmie przyktadami rozszerzania wyrazen wymiernych.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DY5V8V5xY

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy rozszerzanie wyrazen wymiernych.

Polecenie 2

Rozszerz utamek Z%g do utamka o mianowniku a® — 27.
Okresl potrzebne zatozenia.

Polecenie 3

Rozszerz utamek ﬁ—;g do utamka o liczniku z* — 81.

Okresl potrzebne zatozenia.



https://zpe.gov.pl/a/DY5V8V5xY

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

. . . . . . , -2 ,
Wskaz, przez jakie wyrazenie nalezy rozszerzy¢ utamek fm, aby otrzymac¢ utamek

z2—4
342224 +2 °

O z+1
O z+2
O z-1

O -2

Cwiczenie 2

2x—1
z+2

Wskaz wyrazenie uzyskane w wyniku rozszerzenia utamka przez dwumian = + 1.

222 —z+1
223242

2224 2z+1
224322

222 +zx—1
ré4+-3x+2

222 +z—1
x2—2z+3

22> +x42
z2+32+2

o o O O O




Cwiczenie 3

. . . . 2 .
Pewien utamek rozszerzono przez wyrazenie 2x + 1, otrzymujac %. Wskaz ten

utamek.

2z
z+3

4z
2x+3

o O O

2x—3
O =
z—3

Cwiczenie 4

4z—1 . . 42213243
Utamek 273 [0ZSZerzono przez dwumian ax + b otrzymujac P 374359 -

Wskaz wartosci parametrow a i b.

) b=3
) a=1
) b=-2
) a=-1
0 b=-3
) a=2



Cwiczenie 5

Utamek E ; rozszerzono o x — 3, otrzymujac 3_“3;;2“”__22%
i mianownika.
) Qz)=2+2
(] Plz)=2—2
() P(z)=2z+1
(] Q(z) =222 +1
(] Plz)=z+2
] Qz)=2* 2
Cwiczenie 6
Przeciagnij w puste pola wtasciwe wyrazenia.
» Po rozszerzeniu utamka przez dwumian
« Po rozszerzeniu utamka przez dwumian
« Po rozszerzeniu utamka przez dwumian ------

______________

______________

: uzyskamy utamek
- uzyskamy utamek

| uzyskamy utamek

z+1
2—x

2—3x r—2 2x—1
(] (2] () () (290 [o=2) (B

. Wskaz wielomiany z licznika

4—4x—3x2
2-i-?mv—i—Q :

—x—2
2—}-433 4-

—3x—2
6m2+5$+1



Cwiczenie 7

Potacz w pary utamek i jego rozszerzenie przez pewien dwumian.

z+1
2x+1

z+1
2x—3

Cwiczenie 8

Przeciagnij w puste pola wtasciwe wyrazenia.

222 4+9x+9

22—2z—8

4z’ —4z+1 z—4
2224-3x—2 3z+2

x2422—3

3z24-8z+4

i i

2x2—x—3

x24+z—6

2245246

22 42z—8

x2—52+6

x2—1

222

ri—x—1



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozszerzanie wyrazen wymiernych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:

7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» wykorzystuje rozszerzanie utamkow w przyktadach z wyrazeniami wymiernymi;
 okresla dziedzing rozszerzonego wyrazenia wymiernego;
» wykorzystujac rozszerzanie utamkow, zapisuje w prostszej postaci utamki pietrowe.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
« konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 liga zadaniowa;
» tworzenie przez analogie.

Formy pracy:



e pracaw grupach;
e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

« Uczniowie przypominaja sobie na czym polega rozszerzanie ulamkow zwyktych.
Przygotowujac si¢ do lekcji ogladaja film samouczek.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat oraz cele lekcji. Uczniowie wraz
z nauczycielem okreslaja kryteria sukcesu.

2. Uczniowie w grupach opierajgc si¢ na wiadomosciach o rozszerzaniu utamkow
zwyktych, wykorzystujac metode - tworzenie przez analogie — opracowujg algorytm
rozszerzania wyrazen wymiernych.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie analizujg opracowany algorytm rozszerzania wyrazen wymiernych
rozwigzujgc przyktady w sekcji ,Przeczytaj”. W razie koniecznosci algorytm jest
modyfikowany i uzupetniany.

2. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne w sekcji ,Sprawdz si¢” na czas (od zadania latwiejszego do trudniejszych).

3. Grupa, ktora poprawnie rozwiaze zadania jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze
nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.

4. Rozwigzania ¢wiczen sg prezentowane na forum klasy, a ewentualne niejasnosci
omawiane s3 przez nauczyciela krok po kroku.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel podsumowuje przebieg zajec.

2. Na zakonczenie nauczyciel dokonuje oceny pracy wylosowanej grupy. Prosi
0 samoocene uczniow dotyczacg wspolpracy w zespole oraz wykonanego zadania.
Dokonuje oceny pracy wybranych uczniow.

Praca domowa:



» Uczniowie przygotowuja mape mysli, zawierajgca uzyskane do tej pory wiadomosci
o wyrazeniach wymiernych.

Materialy pomocnicze:
o Wyrazenia wymierne
Wskazowki metodyczne:

 Film samouczek mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzgcy powtérzeniu materiatu
z rozszerzania wyrazen wymiernych.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/D4lF7cpV7

