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Katy miedzy odcinkami w walcu

Zrédto: Alberto Bobbera, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W walcach wyré6zniamy roznego typu odcinki: promien i Srednice podstawy, wysokos¢,
tworzacy, przekatng przekroju osiowego, przekatne innych przekrojow. Odcinki te tworzg
katy i to nimi bedziemy zajmowac si¢ w tym materiale.

Twoje cele

» Rozpoznasz katy pomiedzy odcinkami w walcu.

e Obliczysz miary katow pomiedzy odcinkami w walcu.

e Obliczysz dlugosci odcinkow, pole powierzchni, objetos¢, pole przekroju walca,
w ktorym dany bedzie kgt pomiedzy odcinkami.

e Przeanalizujesz zaleznos¢ pomiedzy miarami katéw miedzy odcinkami w walcu.



Przeczytaj

Najwazniejszymi odcinkami w walcu s3: wysoko$¢, promien podstawy, Srednica podstawy
i przekatna przekroju osiowego.

Przypomnijmy, ze przekroj osiowy walca jest prostokgtem o wymiarach 2r x h. Przekatna
przekroju osiowego ma wiec dlugos¢ v'4r2 + h2.
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Na rysunku ponizejzaznaczono kat pomiedzy przekatng przekroju osiowego, a promieniem
(Srednicg) podstawy.

przekatna przekroju

__— osiowego walca
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Trojkat, ktorego bokami sg Srednica podstawy, wysokos¢ walca i przekatna przekroju
osiowego jest trojkgtem prostokgtnym.

Przyktad 1

Obliczymy miare kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do $rednicy
podstawy, jezeli wysoko$¢ walca jest dwukrotnie dluzsza od promienia podstawy.

Rozwigzanie:

Jezeli wysokos¢ jest dwukrotnie dluzsza od promienia podstawy, to znaczy, ze Srednica
ma dlugos¢ rowna dlugosci wysokosci. A zatem trojkat prostokatny, ktorego bokami sa
srednica, wysoko$¢ i przekatna jest rownoramienny. Szukany kgt ma wiec miare 45°.

Przyktad 2

Kat pomigdzy przekatng przekroju osiowego, a Srednicg podstawy walca ma miare 68°.
Obliczymy objetosc¢ i pole powierzchni tego walca, jezeli wysokos¢ tego walca wynosi
10 cm.

Rozwigzanie:

Zrobmy rysunek pomocniczy:

Mamy, ze tg 68° = 4>

Czyli > ~ 2,4751, astad 1 ~ 2,02.

Mamy wiec V = 7 - (2,02)? - 10 ~ 40, 87 oraz P, = 27 - 2,02 - (2,02 4 10) ~ 48, 567.




Wysokos¢ walca, ktora zawiera sie w jego powierzchni bocznej, nazywamy tworzgcg walca.
Na rysunku ponizejzaznaczony zostat kat pomiedzy przekatng przekroju osiowego,
a tworzacg walca.

Przyktad 3

Przekatna przekroju osiowego walca ma dtugo$c¢ 17, a promien 4. Obliczymy tangens kata
pomiedzy przekatna tego przekroju a tworzaca.

Rozwigzanie:

Zrobmy rysunek pomocniczy:




Obliczymy h z z twierdzenia Pitagorasa: 82 4+ h? = 172, astad h = 15. Azatemtg o = 18—5.
Uwaga!

Suma miar katow pomiedzy przekatng przekroju osiowego, a promieniem podstawy oraz
pomiedzy przekatna przekroju osiowego, a tworzaca wynosi 90°.

Przyktad 4

Kat pomiedzy przekatnymi pewnego przekroju walca, prostopadiego do podstawy
i odlegtego od $rodka o 5, ma miare 37°. Obliczymy pole tego przekroju wiedzac, ze
promien walca ma dtugosc 13, a wysokos¢ walca jest krotsza od boku przekroju
zawartego w podstawie.

Rozpatrzmy teraz przekroj walca prostopadty do podstawy, rozny od przekroju osiowego.
Przekroj ten rowniez ma ksztatt prostokata.

Rozwigzanie:

Zrobmy rysunek pomocniczy:


javascript:void(0);

13

——

\
1
1 ®
I 8
/
/
/
/
/
Z

Obliczymy dlugos¢ boku przekroju zawartego w podstawie walca:

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa: 52 + z? = 13%. A zatem = = 12.

Stad bok przekroju zawarty w podstawie ma diugos¢ 24.

Obliczymy dlugosc przekatnych tego przekroju z twierdzenia cosinusow:

y? + 12 — 2% cos 143° = 242

A stad 3,5972y? = 576, a zatem y =~ 12, 65. Cata przekgtna ma wiec dtugos$c¢ okoto 25, 3.

Pole przekroju mozemy obliczy¢ ze wzoru P = % p? sin a, gdzie p jest dhugosci
przekatnej, a o miarg kata pomiedzy przekgtnymi. Mamy wiec
P~ 1.(253)%.0,6018 ~ 192,6.

Faczac kazdy z punktow na okregu podstawy walca ze Srodkiem drugiej podstawy
otrzymujemy odcinki, ktore sg tworzgcymi stozka o tej samej wysokosci i tym samym
promieniu co walec.



) I
\ ‘\ 11
vy I by
vy | ,’l’
\\ \\\ | ’/I/I
vy : 4y
| !
v 1!
\ Iy
\ II
\ Iy
SN
\‘\ I
/
AR
gy
\\l
T —-5\\

Mowimy wtedy, ze stozek jest wpisany w walec.

Przyktad 5

Dany jest walec o promieniu 3 i wysokosci 4. W walcu tym poprowadzono przekrdj
osiowy. Obliczymy miare¢ kata pomiedzy odcinkami tgczgcymi wierzchotki dtuzszego
boku przekroju ze srodkiem drugiej podstawy. Odpowiemy na pytanie, czym ten kat jest
dla stozka powstatego przez polaczenie punktow na brzegu podstawy ze Srodkiem

drugiej podstawy.
Rozwigzanie:

Zrobmy rysunek pomocniczy:




Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze odcinek z ma dtugo$¢ 5. Obliczymy miare kata
a z twierdzenia cosinusow:

62=52+52—-2-5-5-cosa

A zatem cos a = % = % =0,28.Stad a = 74°.

Dla stozka wpisanego w walec kat ten jest katem rozwarcia stozka.

Stownik
przekréj bryty
figura geometryczna bedgca czescia wspolng bryty i ptaszczyzny, ktora jg przecina

przekrdj osiowy bryty obrotowej

przekroj bryty obrotowej zawierajgcy o$ obrotu



Aplet

Polecenie 1

Ustaw dtugos¢ promienia na 4 i dtugosc¢ wysokosci na 8. Odczytaj z rysunku miary katow
pomiedzy przekatna przekroju osiowego a tworzaca, przekatng przekroju osiowego a $Srednica
podstawy oraz pomiedzy przekatnymi przekroju osiowego. Sprawdz swojg odpowiedz

z apletem.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DHcerMLFLa

Polecenie 2

a. Na podstawie apletu odpowiedz na pytanie: Kiedy kat pomiedzy przekatnymi, ktory jest
zaznaczony na rysunku, jest rozwarty?

b. WprowadZmy oznaczenia: « - kat pomiedzy przekatna przekroju osiowego a tworzaca; 3
- kat pomiedzy przekatna przekroju osiowego a srednicg podstawy oraz v - kat pomiedzy
przekatnymi (zaznaczony na rysunku w aplecie). Okresl zwigzki miedzy tymi katami.



https://zpe.gov.pl/a/DHcrMLFLa

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® () @

Cwiczenie 1 @)

Ustaw zaznaczone na rysunku, katy «, B, v w kolejnosci od najmniejszego do najwiekszego.




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono kilka katéw pomiedzy odcinkami w walcu.

Ocen prawdziwos¢ zdan.

Prawda Fatsz

Suma katow Bi § wynosi
180ﬂ°. O O

Jezeli $rednica podstawy
jest krétsza od wysokosci, O O
to kat « jest ostry.

Jezeli punkt przeciecia
przekatnych przekroju na
rysunku potaczymy

z punktami na brzegu jednej

z podstaw, to kat a miedzy O O
przekatnymi tego przekroju
jest katem rozwarcia stozka

powstatego w ten sposéb.

Katy Bi § maja te sama
miare. O O



Cwiczenie 3 @

Wysokos$¢ walca jest czterokrotnie dtuzsza od promienia podstawy. Wéwczas kat pomiedzy
przekatna przekroju osiowego a tworzaca walca ma miare:

O 30°.

() okoto 63°.

() okoto 27°.

O 60°.

Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.
Kat pomiedzy przekatnymi przekroju osiowego walca ma miare 90°. A zatem:

wysokos¢ walca jest dwukrotnie dtuzsza od promienia podstawy.
przekroéj osiowy jest kwadratem.

przekréj osiowy jest rombem o katach réznej miary.

O o o o

promien podstawy jest dwukrotnie dtuzszy od wysokosci.



Cwiczenie 5

Powierzchnia boczna walca po rozwinieciu jest prostokatem o wymiarach 47 x 8. Jaka
miare moze mie¢ kat pomiedzy przekatna przekroju tego walca a $rednicg podstawy? Wybierz
wszystkie poprawne odpowiedzi.

Okoto 18°.

Okoto 81°.

O o o

Okoto 72°.
(] Okoto58°.

Cwiczenie 6

Objetos¢ walca wynosi 6. Kat pomiedzy przekatna przekroju osiowego a Srednicg jest
dwukrotnie mniejszy od kata pomiedzy przekatna przekroju osiowego a wysokoscia. Pole
podstawy tego walca wynosi:

() 8
(O 3w
() 6

() 4m

Cwiczenie 7 @

Walec przecieto w odlegtosci 7 od srodka ptaszczyzng prostopadta do podstaw otrzymujac
czworokat ABCD. Cosinus kata ASB (gdzie S jest $rodkiem podstawy, na brzegu ktérej leza
punkty A i B) wynosi (—0, 8432). Kat nachylenia przekatnej tego przekroju do tworzacej ma
miare 30°. Oblicz pole powierzchni tego walca.



Cwiczenie 8 @

Czworokaty ABCD i ADEF s3g przystajacymi przekrojami prostopadtymi do podstaw walca
o promieniu 2 i wysokosci 4. Odcinek EC jest srednicg podstawy. Oblicz miare kata pomiedzy
odcinkami F'D i BD.



Dla nauczyciela

Autor: Magdalena Wojciechowska-Rysiawa

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy odcinkami w walcu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami i
plaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzgcg a podstawg), oblicza miary
tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» rozpoznaje katy pomiedzy odcinkami w walcu;

e oblicza miar¢ katow pomiedzy odcinkami w walcu;

 oblicza dtugosci odcinkow, pole powierzchni, objetos¢, pole przekroju walca, w ktorym
dany bedzie kat pomiedzy odcinkami;

 analizuje zalezno$¢ pomiedzy miarami katow miedzy odcinkami w walcu.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o sztafeta zadaniowa;
e rozmowa nauczajaca;
o dyskusja.

Formy pracy:

e praca z cala klasg;
e pracaw grupach.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu, gtosnikow i tablicy interaktywnejlub projektora;
» materialy zawarte w e-podreczniku;
o modele bryt.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wraz z uczniami prowadzi pogadanke na temat odcinkoéw w walcu.

2. Nauczyciel formutuje temat i kryteria sukcesu.

3. Nauczyciel pokazuje uczniom na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’, jak oblicza si¢ miary
katow pomiedzy odcinkami w walcu.

4. Nauczyciel prezentuje uczniom Aplet i go omawia.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na grupy. Kazdej grupie przyporzadkowuje kartke
z zadaniami z sekcji Sprawdz si¢ (moze to by¢ przedruk zadan lub kody QR), kazdemu
zadaniu przyporzadkowuje punkty wedtug wlasnego uznania.

2. Przedstawiciel grupy odbiera od nauczyciela pierwsze ¢wiczenie, wraca do grupy. Po
rozwiazaniu zadania - sprawdza w materiatach interaktywnych odpowiedz, jesli jest
prawidtowa, przekazuje nauczycielowi kartke z tokiem rozumowania. Jesli jest bledna,
pracuja dale;j.

3. Nauczyciel sprawdza na biezgco rozwigzania i przekazuje uczniom kolejne zadanie do
wykonania dopiero, gdy poprzednie bedzie zrobione prawidlowo.

4. Uczniowie za pomoc3 $wiatel: zielone - nie mamy problemow, zotte - mamy
watpliwosci, czerwone - nie rozumiemy zadania przekazujg nauczycielowi informacije
zwrotng dotyczgcg pracy grupy.



5. W przypadku $wiatla czerwonego nauczyciel podchodzi do grupy i prowadzi z nig
dyskusje nauczajgcq na temat rozwigzania zadania - w tym przypadku grupa otrzymuje
potowe punktow.

6. W przypadku $wiatta zoltego nauczyciel wskazuje konkretny temat, przykiad zadanie
z materialow w e-podreczniku (moze by¢ z poprzednich tematow), w ktorym
uczniowie odnajdg wskazowki do rozwigzania zadania.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel podlicza punkty i podsumowuje prace grup. Przekazuje informacje zwrotna
w formie pisemnejlub ustnejdo kazdej z grup, nad czym nalezy jeszcze popracowac, a co
zostalo juz opanowane.

Praca domowa:
Polecenia z sekciji ,Aplet”.
Materialy pomocnicze:

» Bryly obrotowe - walec
» Walec. Pole powierzchni walca

Wskazowki metodyczne:

» Aplet uczniowie moga wykorzysta¢c w domu do ¢wiczenia obliczen miar katow
pomiedzy odcinkami w walcu.
» Nauczyciel moze wykorzysta¢ aplet na lekcji o przekrojach (osiowych) walca.
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