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Czy linia prosta jest zawsze prosta?
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""_ﬂ Zrédto: dostepny w internecie: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.
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Julian Tuwim w wierszu ,Spostrzezenie” napisat:

(( W naturze nie ma linii prostej
Ludzki to wymyst sztuczny.
Patrzgc w sklebione zyworosty,
Chaosu, chaosu si¢ uczmy.
Pogiety, krety i strzepiasty
Jest kazdy stwor w naturze,

A prosta linig 13czg gwiazdy

Gtlupcy i tchorze.


https://pixabay.com/pl/users/geralt-9301/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3811761
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Czy miat racje? Nad tym bedziemy zastanawiac si¢ podczas tejlekcji. Material zawarty w tej
lekciji jest materialem wykraczajgcym poza podstawe programowg, wiec jesli nie interesuje
Cie ta tematyka, mozesz po prostu lekcje pomingc.

Twoje cele

e Odkryjesz sferyczna prosta.
o Okreslisz wlasnosci sferycznej proste;j.

o Okreslisz roznice pomiedzy prosta na ptaszczyznie i prostg sferyczna.



Przeczytaj

Obserwujac globus widzimy, ze na powierzchni kuli s3 juz nakresSlone figury geometryczne:
okregi, potokregi, wielokaty. Wyobrazajac sobie podr6z pomiedzy trzema miejscami na kuli
ziemskiej mozemy naszkicowa¢ mocno uproszczong trase tej podrozy. Mozemy tez
zmatematyzowac sytuacje, czyli zastapi¢ szlak podrozy odpowiadajacym obiektem
matematycznym. Tym obiektem jest trojkat i to wtasnie on stanowi model matematyczny
opisanej sytuacji. Teraz bedziemy zajmowac si¢ tylko strong matematyczng zagadnienia.

Gdy chcemy skonstruowac trojkat na ptaszczyznie, wybieramy jego wierzchotki

i konstruujemy boki. Czym sg te boki? Od razu odpowiecie: odcinkami. Na sferze tez
potrzebujemy odcinkow, aby skonstruowac¢ dowolny wielokat. Jak wigc skonstruowac
odcinek na sferze? Czy on istnieje? Wro¢my na chwile na plaszczyzne i zapytajmy sami
siebie: czym jest odcinek na plaszczyznie? Od razu odpowiecie: fragmentem proste;j. [ juz
mamy temat tejlekcji: poniewaz bez pojecia prostej nie moglibysmy konstruowac
wielokatow, wiec potrzebujemy sferycznej proste;.

Patrzac na zakrzywienie sfery mozemy jednak zadac¢ sobie kolejne pytanie: Jak mozemy
szuka¢ prostejna powierzchni zakrzywionej, jesli tam nie ma nic prostego - wszystko jest
krzywe? Oczywiscie. Nie mozemy szukac¢ prostej w tym znaczeniu, jakie znamy

z plaszczyzny, ale potrzebujemy takiego zbioru punktow, ktory petni na sferze takg sama
role, jak prosta na ptaszczyznie. I tutaj musimy sobie odpowiedzie¢ na bardzo wazne
pytanie, nad ktorym pewnie nie zastanawiamy si¢, myslgc o linii prostejna ptaszczyznie:

Jaka role petni prosta na ptaszczyznie? Dlaczego uczymy si¢ o niej? Do czego jest nam
w geometrii potrzebna?

CzeSciowo juz odpowiedzieliSmy na to pytanie: bez pojecia prostej nie moglibySmy
konstruowac wielokatow. Ale to nie wszystko: Pomyslmy o mierzeniu odlegtosci i okreslmy
drugg bardzo wazng role, jakg petni prosta na ptaszczyznie:

Najmniejsza odlegtos¢ pomiedzy punktami jest wzdtuz proste;.

Do pracy na ptaszczyznie postuzy nam kartka papieru, otowek oraz przyrzady
geometryczne, za$ do pracy na sferze okragle przedmioty z naszego otoczenia, wykataczki,
gumki recepturki, dtugopisy, nitka.

Przyktad 1

Rozwazmy nastepujaca sytuacje: Mamy dwa rozne punkty na ptaszczyznie — nazwijmy je
A'i B. Wiemy z nauki geometrii, ze najkrotsza droga miedzy nimi to droga zawarta

w prostej przechodzacej przez nie. Czy gdybysSmy mogli przedtuzy¢ w nieskonczonos¢
konce linii, w ktorej zawarta jest “najkrotsza droga” miedzy dwoma punktami, czy konce
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tejlinii spotkatyby sie gdziekolwiek? Na ile czesci punkty A i B dzielg otrzymana linie?
Ile tych czesci jest skonczonych? Ile czesci jest nieskonczonych?

Rozwigzanie:

Nie spotkatyby sie. Zazwyczaj wykonujemy nasze rysunki na ograniczonej czesci
ptaszczyzny (kartka w zeszycie, tablica), gdzie mozemy narysowac tylko fragment proste;j,
ale gdybySmy mogli poruszac si¢ swobodnie po ptaszczyznie, na ktorej rysujemy, nigdy
nie osiggnelibySmy konca naszej prostej, jak pokazuje ponizszy aplet.

Punkty A i B dzielg prostg, na ktérejlezg, na trzy czesci: dwie z nich sa nieskonczone,
jedna skonczona i nazywamy jg odcinkiem. Zauwazmy, ze dwa punkty mozna potaczy¢ na
plaszczyznie tylko jednym odcinkiem.

Przyktad 2

A teraz wykonajmy takie same czynnosci na sferze i odpowiedzmy na te same pytania,
ktore postawilismy kreslgc prostg przechodzaca przez dwa punkty na ptaszczyznie.

Rozwiazanie:

Tutaj mozna postuzy¢ sie pomaranczg lub jakims$ innym kulistym przedmiotem, w ktory
mozna wbi¢ wykataczki lub pinezki. Niech wykataczki wbite w skorke pomaranczy
reprezentuja punkty na sferze. Jesli potaczymy je gumka recepturka (niebieski kolor)

i pozwolimy jej utozy¢ sie swobodnie pomi¢dzy dwoma punktami, to wybierze ona
najkrotsza droge pomiedzy tymi punktami. Obserwujemy, ze utworzyta ona tuk, ktory jest
przeciez czeScig okregu. Jakiego? Jesli teraz przedtuzymy te ,,droge” pomiedzy dwoma
punktami w obu kierunkach, to te ,przedluzenia” spotkajg si¢, tworzac jej dopetnienie
(czerwony kolor) do petnego okregu:



Mozemy rowniez wykonac takie doswiadczenie, wykonujgc rysunki na piteczce
styropianowe;j.

W wyniku przedtuzenia linii }aczacej dwa wybrane punkty na sferze otrzymaliSmy okrag
wielki.

A teraz odpowiedzmy na dodatkowe pytania, ktorych nie mogliSmy postawi¢ w stosunku
do ptaszczyzny: Jaki obiekt odpowiada okregowi wielkiemu na globusie? Latwo
stwierdzamy, ze przykladem moze by¢ rownik. Popatrzmy teraz na globus i zastanéwmy
si¢: jaka role petni rownik w mierzeniu odleglosci na powierzchni Ziemi? I znowu tatwo
wywnioskujemy, ze jezeli odlegtosci mierzymy wzdtuz najkrotszej drogi miedzy dwoma
punktami, to musi to odbywac si¢ wzdluz okregu wielkiego przechodzacego przez te
punkty.

Postawmy wiec bardzo wazne pytanie:

Czy wiec okrag wielki moze by¢ uznany za sferyczna prosta? Dlaczego tak lub dlaczego
nie?

Oto6z okrag wielki (np. ,rownik”) w geometrii na powierzchni kuli jest nazywany
sferyczng prosta. Oprocz tego, ze wzdtuz niego mierzymy odlegltosci, jest jeszcze jedno
uzasadnienie — geometryczne: czyni on ze sferg to, co prosta z ptaszczyzng: dzieli jg na
dwie przystajace czeSci.

Nasze dwa punkty dzielg otrzymana lini¢ na dwie czesci; obie z tych czesci sa
skonczone. Obie nazywaja si¢ odcinkami sferycznymi i dopetniajg si¢ wzajemnie do
sferycznej prostej. Z tego wynika, ze dwa punkty na sferze mozna potaczy¢ dwoma
roznymi odcinkami sferycznymi.


javascript:void(0);
javascript:void(0);

Porownajmy teraz niektore wlasnosci prostejna plaszczyznie i prostej sferyczne;.
Oczywiscie przed przeczytaniem rozwigzania postawionych probleméw, powinniscie sami
wykona¢ odpowiednie doswiadczenia lub po prostu poobserwowac globus.

Przyktad 3

Ile roznych linii prostych przechodzacych przez wybrany punkt na ptaszczyZznie mozesz
narysowac? A na sferze?

Rozwigzanie:

<P

d

Zarowno na ptaszczyznie, jak i na sferze przez punkt przechodzi nieskonczenie wiele
prostych.

Przyktad 4

Ile roznych linii prostych przechodzacych przez dwa wybrane punkty na ptaszczyznie
mozesz narysowac? A na sferze?

Rozwiazanie:




Na ptaszczyznie przez dwa rozne punkty mozna przeprowadzic¢ tylko jedng prostg. Na
sferze to zalezy od wybranych punktow. Przez punkty biegunowe mozna przeprowadzi¢
nieskonczenie wiele prostych, przez dwa punkty, ktore nie s3 punktami biegunowymi -
tylko jedna.

Przyktad 5

W ilu punktach mogg sie przecig¢ dwie proste na ptaszczyznie? A na sferze?

&

Na plaszczyZznie dwie proste moga sie przecia¢ w jednym punkcie. Na sferze zawsze
przecinaja si¢ w dwoch punktach.

Rozwigzanie:

Stownik

odcinek sferyczny

cze$¢ sferycznej prostej, czyli tuk zawarty w okregu wielkim
okrag wielki

okrag na sferze o promieniu rownym promieniowi tej sfery
prosta na ptaszczyznie

w klasycznej geometrii euklidesowej, prosta jest tzw. pojeciem pierwotnym, nie
definiowanym formalnie; linia prosta w sensie potocznym rézni si¢ od tego, co pod tym
pojeciem okresla si¢ w matematyce; potocznie ,prosta” oznacza ,niezakrzywiona”;

w geometrii euklidesowej ,prosta” albo ,linia prosta”, oprocz tego, ze nie jest




zakrzywiona, musi rozciggac si¢ nieograniczenie w obydwie strony i mie¢ zerowg
»grubosc”

sferyczna prosta

okrag wielki na sferze



Mapa mysli

Polecenie 1

Ponizej widzisz mape mysli dotyczaca linii prostej na ptaszczyznie, zapoznaj sie z sugestiami
dotyczacymi wszechstronnej charakterystyki proste;j.

o [bold]Prosta na plaszczyznie[ /]
= jest nieskonczona
» przez dwa punkty mozna przeprowadzi¢ tylko jedng
= dwa punkty wyznaczajg jedng prostg
= odcinek to czes¢ prostejzawarta miedzy dwoma punktami
» dwa punkty wyznaczajg jeden odcinek

» dwa punkty dzielg prostg na trzy czesci

Polecenie 2

Rozbuduj mape dotyczaca sferycznej prostej. Mozesz dodawac tyle gatezi, ile masz spostrzezen
dotyczacych.

o [bold]Sferyczna prosta[ /]
= jest...

= dwa punkty dzielg ja na ... czesci



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Podczas rozwigzywania ponizszych zadan Twoje pomoce naukowe stanowi¢ bedg globus,
kuliste owoce, kulki styropianowe itp. przedmioty, na ktorych mozna rysowa¢, wpinac
pinezki lub wykataczki, taczy¢ je gumkami lub nitkami. Gorgco zach¢camy do wykonania
doswiadczen i empirycznego zbadania problemu przed rozwigzaniem kazdego ¢wiczenia.

Cwiczenie 1 @)
Woybierz na sferze takie dwa punkty, aby mozna byto przeprowadzi¢ przez nie tylko jedng

prosta sferyczng, a nastepnie takie dwa, aby mozna byto przeprowadzi¢ przez nie
nieskonczenie wiele prostych sferycznych. Jakie to punkty?

Cwiczenie 2 @

Wskaz na globusie rownik i bieguny. Jak myslisz, czy jesli zamiast globusa wezmiesz zwykta
kule i narysujesz na niej okrag wielki, to tez bedziesz mogt znalez¢ odpowiadajace mu punkty
biegunowe?

Sprobuj wykonad takie badanie postugujac sie swojg pomarancza/kulka styropianowg czy tez
innym narzedziem badawczym.

Cwiczenie 3

Czy do kazdych dwéch punktéw biegunowych mozna okresli¢ odpowiadajacy im okrag
wielki? Jaki warunek muszg spetnia¢ dwa punkty na sferze, aby mozna byto okresli¢
odpowiadajacy im okrag wielki? Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

O O

Muszg to by¢ punkty
biegunowe.




Cwiczenie 4

Zaznacz poprawng odpowiedz. Czy na globusie (i ogélnie na sferze) istniejg sferyczne
potproste?

() Tak, na globusie s3 to réwnolezniki.
O Nie, na globusie nie istniejg sferyczne potproste.

() Tak, na globusie s3 to potudniki.

Cwiczenie 5

Prosta na ptaszczyznie nie ma dtugosci, poniewaz jest nieskoriczona. Prosta sferyczna jest
skonczona. Jak myslisz, czy mozna wiec okresli¢ jakos jej dtugosc¢? Jak to zrobi¢, aby ta
dtugosc byta niezalezna od promienia sfery, na ktorej ta prosta istnieje?

Cwiczenie 6

Postuz sie dowolnym kulistym przedmiotem, wykonaj odpowiednie rysunki lub utworz
sferyczne proste z gumek recepturek i odpowiedz na pytanie: Jak moga by¢ potozone wobec
siebie dwie rézne sferyczne proste? Uzasadnij swoje spostrzezenia.

Cwiczenie 7 @

Na ile roztagcznych obszaréw mozna podzieli¢ sfere trzema prostymi sferycznymi? Wpisz
poprawne liczby.

To zalezy od wyboru prostych: jezeli wszystkie proste beda przechodzity przez bieguny, to

podzielg sfere na ’ czesci, jesli jednak wszystkie trzy proste nie przecinajg sie
w tych samych punktach, to dzielg sfere na ‘ czesci.
Cwiczenie 8 @

Znajdz takie wzajemne potozenie trzech prostych sferycznych, aby podzielity one sfere na
osiem przystajacych obszarow.



Dla nauczyciela

Autor: Anna Rybak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Czy linia prosta jest zawsze prosta?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:
1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegolno$ci proste
prostopadle nieprzecinajace si¢;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» formuluje pojecie sferycznej proste;j;

» okresla wilasnosci sferycznej proste;j;

» okresla roznice pomiedzy prosta na ptaszczyznie i prostg sferyczna.

» dostrzega korelacje pomiedzy pojeciami uzywanymi w geometrii na powierzchni kuli
i pojeciami uzywanymi w geografii.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
e strategia czynnoSciowego nauczania matematyki;
e strategia porOwnawcza

Metody i techniki nauczania:



e burza mozgow

dyskusja
eksperyment

Formy pracy:

praca indywidualna
praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do internetu

projektor multimedialny

e-podrecznik

arkusze papieru, pisak

globusy, kulki styropianowe, wykataczki, gumki recepturki, nitki.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Uczniowie w dyskusji odnosza si¢ do tresci wiersza J. Tuwima przytoczonego w sekcji

»Krotka informacja”, wyrazaja swoje opinie, przypuszczenia dotyczace prostoliniowosci
w przyrodzie.

2. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Czy linia prosta jest zawsze prosta?”,

wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,Przeczytaj” i staraja si¢ w drodze

dyskusji odpowiedzie¢ na postawione pytania o role linii prostejw geometrii. Analizujg
problemy przedstawione w przyktadach, wykonujg konstrukcje /rysunki na
plaszczyznie oraz doSwiadczenia/eksperymenty na kulistych przedmiotach, aby
rozwigzac postawione problemy.

. Uczniowie pracujg nad mapami mysli z sekcji ,Mapa mysli”, podsumowujgc swoje

odkrycia i porownujac wiasnosci prostejna ptaszczyznie i sferycznej proste;j.

. Uczniowie wykonuja samodzielnie ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢” (z wyjatkiem

¢wiczen 31 5, ktére beda stanowily prace domow3), a nastepnie w drodze dyskusiji
omawiajg swoje rozwigzania..

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytania: Co byto w lekcji trudne? Co byto w lekcii

interesujace? Odnosi si¢ do elementéw wskazanych jako trudne.



2. Uczniowie krotko podsumowuja swoje osiagniecia, rozwijajac zdanie: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam/nauczylem sie ...

Praca domowa:
Cwiczenia 31 5 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Figury ptaskie
e Kulai sfera

Wskazowki metodyczne:

e Mapy mysli mozna wykorzysta¢ do powtorzenia wiadomosci o linii prosteji jej
elementach. Ogodlnie ide¢ map mysli mozna wykorzysta¢ wszedzie tam, gdzie nalezy
podsumowac jakie$ zasoby wiedzy, szczegolnie, jesli wiedza ta zostata skonstruowana
samodzielnie przez uczniow.

o W tejlekcji wystepuja czynnosci konkretne (na przedmiotach rzeczywistych),
wyobrazeniowe (na schematach, rysunkach itp.) i abstrakcyjne (podczas
wnioskowania), czyli pelna strategia czynnoSciowego nauczania matematyki.
Wystepuje tez strategia porOwnawcza, poniewaz uczniowie poréwnujg prostg na
plaszczyznie i sferyczng prosta w roznych aspektach.
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