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Zrodto: Micheile Henderson, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Kazdy utamek zwykly mozna zapisa¢ na nieskonczenie wiele sposobow.

Naprzyklad 22> = 22 = 3 = |

Utamek zwykly mozemy rozszerzac¢ badz skraca¢. Mozemy doprowadzi¢ go do postaci
ulamka nieskracalnego, w ktorym licznik i mianownik sg liczbami wzglednie pierwszymi.

Analogiczne operacje skracania i rozszerzania okreslone sg dla utamkow algebraicznych.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ jak skraca¢ wyrazenia wymierne wykorzystujac rozktad wielomianow
na czynniki.
o Wyznaczysz dziedzine utamka algebraicznego.




Przeczytaj

Dane jest wyrazenie wymierne %, gdzie P(z) i Q(z) sa pewnymi wielomianami, Q(z)
nie jest wielomianem zerowym. Do dziedziny wyrazenia nalezg wszystkie liczby
rzeczywiste z wyjatkiem pierwiastkow wielomianu Q(x).

Jezeli wielomiany P(z) oraz Q(x) sa podzielne przez pewien wielomian niezerowy W (x),
to istniejg wielomiany P (z) i Q1(x) takie, ze P(z) = Pi(x) - W(x) oraz
Q(z) = Qi(z) - W(a).

Wtedy utamek % mozemy skroci¢ przez wielomian W (z) sprowadzajac go do postaci

Pl (CB)
Qi(z)

Wyrazenia ggg oraz 511((2)) sa rowne dla wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem

pierwiastkow wielomianu Q(x) (czyli pierwiastkéw wielomianéw Q1 (x)).
Przyktad 1

Skrocimy utamki, podajac potrzebne zatozenia.

Przyktad 2

Skrocimy wyrazenia wymierne, podajac potrzebne zatozenia.

Przy skracaniu utamka warto:

1. zapisac¢ licznik i mianownik w postaci iloczynowej;
2. skrocic¢ czynniki powtarzajace si¢ zarowwno w liczniku, jak i w mianowniku;
3. uwzgledni¢ zatozenia (mianownik nie moze przyjmowac wartosci 0).

Przyktad 3

Ustalimy, jakie warunki muszg by¢ speinione, aby zachodzita rownos$¢ wyrazen.

Przyktad 4

Dane jest wyrazenie wymierne 22 okreslone dlaz € R\ {3}. Ustalimy, dla jakich =

3 I
, . . .. z+2
wartosci podanego wyrazenia i utamka ——5

sg rowne.

Przyktad 5
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22+z+1

Skrocimy utamek -7

e Zauwazmy, ze utamek jest okreslony dla z € R, poniewaz wyrazenie w mianowniku
nie przyjmuje wartosci mniejszych od 1.
» Wielomian w liczniku jest nierozkladalny (A < 0), wiec jesli ulamek da sie skréci¢, to

tylko przez wyrazenie x* + x + 1.

Ostatni przyklad jest troche trudniejszy.

Przyktad 6

284224 —32241

Skrocimy nastepujace wyrazenie wymierne
Yy ¢pujq y y /341

o Sprobujmy zapisac licznik w postaci iloczynu. W tym celu uzyjemy wzorow
skroconego mnozenia
2+ 224 — 322 + 1= (2® + 22 + 1) — 32? =
2
= (:c4 + 1)2 — (\/gzc) =
= (az4+1+\/§x)(x4+1—\/§ )

e Mozemy zatem skroci¢ utamek przez (334 + 3z + 1)

4 4, /2
28420030241 _ ("‘ ‘/5“1) (x +‘/3”“’+1> — 2t —\Br+1
z44+v/3z+1 4+V3z+1

» Pozostalo jeszcze ustalenie zalozen, czyli wykluczenie sytuacii, gdy
2t +V3z+1=0.

o Poraz kolejny postuzymy sie wzorami skroconego mnozenia. Zauwazmy, ze
2t +V3z+1=(z* -2+ 1) + <w2+\/§m—|—%) =

2
:(a:z—%)2+(:c+§) .

o UzyskaliSmy sume¢ dwoch kwadratow. Suma kwadratow liczb rzeczywistych
przyjmuje wartos¢ 0 tylko wtedy, gdy wszystkie wyrazenia podnoszone do kwadratu
przyjmuja jednocze$nie warto$¢ 0. W naszym przypadku jest to niemozliwe - drugie

wyrazenie przyjmuje wartosc¢ 0 tylko dla xz = —@, ale wtedy pierwsze wyrazenie

przyjmuje wartoSc¢ ro6zng od 0.

e Zatemx € R.

Stownik

dziedzina wyrazenia algebraicznego
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wszystkie liczby rzeczywiste, dla ktorych to wyrazenie ma sens liczbowy
rownos¢ wyrazen wymiernych

wyrazenia wymierne sg rowne, gdy majg tg samg dziedzine i dla kazdego argumentu
z dziedziny przyjmuja odpowiednio te same wartosci

skracanie wyrazenia wymiernego

podzielenie licznika i mianownika przez to samo niezerowe wyrazenie

Qi(z) - W(z) #0



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przedstawionymi w animacji przyktadami skracania wyrazen wymiernych.

Zwrdoc¢ uwage na koniecznos¢ podania zatozen.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D3nze GRWE

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej skracania wyrazen wymiernych.

Polecenie 2

10zy?—20z3y?

Skroc utamek 302y 1527y -

Polecenie 3

L, .. . 222 +1—6
Skro¢ wyrazenie wymierne T2 160115 -
Polecenie 4

22 +22—92—9

Skré¢ wyrazenie wymierne ST 62318221620 -


https://zpe.gov.pl/a/D3nzeGRwE

Sprawdz sie
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Cwiczenie 1
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Cwiczenie 2
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Pokaz ¢éwiczenia: O @

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Utamek

mozna skrocic¢ do postaci:

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawnga odpowiedz.

2
Utamek £+z=2
—

mozna skroci¢ do postaci:



Cwiczenie 3

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

22’ +7z+3 : Ty ‘L
Utamek T 5z1¢ Mozna skroci¢ do postaci:
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Cwiczenie 4
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Wskaz wyrazenia, ktére przy odpowiednich zatozeniach mozna skréci¢ do utamka
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Cwiczenie 5

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.

Wyrazenie wymierne
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Cwiczenie 6

Wskaz wyrazenia, ktére przy odpowiednich zatozeniach mozna skréci¢ do utamka
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Cwiczenie 7 @

Wskaz wyrazenia, do ktorych przy odpowiednich zatozeniach mozna skréci¢ podane utamki.
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Cwiczenie 8 @

Potacz w pary wyrazenia, ktére beda rowne przy odpowiednich zatozeniach.
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Cwiczenie 9 @

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() Utamek % mozna skréci¢ do postaci 224 dlaz € R\ {—2; 3;3}.

323 +42’ 1726 ; PR i zt3 _ 1.1,
(] Utamek 3£22—1T2-5 mozna skroci¢ do postaci =55 dlaz € R\ {—3; 332}

334221326 . .y o 3r42 L.
(] Utamek T mTme s Mozna skroci¢ do postaci 37 dlaz € R\ {-1;3;3}.



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Skracanie wyrazen wymiernych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:
7) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

» skraca wyrazenia wymierne wykorzystujac rozktad wielomiandéw na czynniki;
» wyznacza dziedziny przy skracaniu wyrazen algebraicznych zapisanych w postaci
utamka.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

» metoda kota i myszy;
o dyskusja.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Skracanie wyrazen wymiernych”, wskazuje
cele zaje¢;
2. uczniowie proponuja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc¢. Po 2 nieudanych prébach
kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej, role uczniow odwracajg
sie i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

2. Uczniowie ogladaja animacje. Nauczyciel dzieli uczniow na trzy grupy. Kazda z grup
rozwiazuje inne polecenie pod animacja. Wybrani uczniowie przedstawiaja
rozwigzania na forum klasy. Problemy w rozwigzaniach dyskutowane wspolnie
z nauczycielem.

3. W nastepnym kroku uczniowie wykonuja indywidualnie zadania numer 4-8. Nastepnie
prezentuja swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia informacije.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczylam /tem sie jak ..."

Praca domowa:
e Uczniowie w domu rozwigzujg ¢wiczenia 1-3 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

o Wyrazenia wymierne. Rownania wymierne


file:///b/PueyHv1cL

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na lekcji jako podsumowanie i powtorzenie wiedzy przed
sprawdzianem.



