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Najmniejsza/najwieksza wartos¢ ciggu

Zrédto: Denise Jans, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Poréwnujac promienie kot przedstawionych na kolejnych rysunkach zauwazamy, ze
promienie zmniejszaja sie. Na kazdym kolejnym rysunku sg dwukrotnie mniejsze niz na
poprzednim. Teoretycznie moglibysSmy tworzy¢ wedlug tej reguly nastepne kota. Dtugosci
promieni tak zbudowanych kot utworza nieskonczony cigg malejacy. Pierwszy wyraz tego
ciggu to wyraz najwiekszy. A czy taki cigg ma wyraz najmniejszy? Odpowiedz na to pytanie
uzyskasz, po przeanalizowaniu tego materiatu.

Twoje cele

» Okreslisz najmniejszy/ najwigkszy wyraz danego ciggu liczbowego (jezeli istnieje).
» Obliczysz wyrazy ciggu spetniajgce dany warunek.
» Wykorzystasz wiasnosci ciggéw okreslonych wzorem ogélnym i rekurencyjnym.







Przeczytaj

Jezeli ciag liczbowy jest skonczony, to poszukujgc najmniejszej/najwickszej wartosci ciggu,
korzystamy najczesciej z wykresu lub wzoru ogoélnego ciggu.

Przyktad 1

Okreélimy na podstawie wykresu skonczonego ciggu (a, ) najmniejszy i najwiekszy wyraz
tego ciagu.

Z wykresu odczytujemy, ze najmniejsza warto$¢ rowna 0 ma wyraz as.
Najwigksza wartoS¢ rowng 7 przyjmuje wyraz as.
Przyktad 2

Ciag (by) okreslony jest wzorem ogdlnym b, = 4n — 5 dla
ne{l,2,3,4,...,9,...... 19,20}. Okredlimy najwiekszy i najmniejszy wyraz tego ciagu.

Wykres ciggu (b, ) zawiera sie w prostej, bedgcej wykresem funkcji f(z) = 4z — 5.
Funkcja ta jest rosngca, zatem i ciag (by,) jest rosngcy.

Najmniejszy wyraz ciggu to:
a1=4-1-5=-1.

Najwiekszy wyraz ciggu to:




a20:4-20—5:75
Odpowiedz: Najmniejszy wyraz ciggu to (—1), a najwiekszy to 75.

Na rysunku przedstawiono fragmenty wykresow ciagéw nieskonczonych (a,,) i (by,).
Przypuszczamy, ze ciag (a,) to ciag malejacy, a ciag (b,,) to cigg rosnacy.
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Zauwazmy, ze cigg malejacy nie ma wyrazu najmniejszego, ale ma wyraz najwigkszy. Jest
to pierwszy wyraz ciggu.

W ciggu rosngcym, jest na odwrot - pierwszy wyraz ciggu to wyraz najmniejszy, a wyrazu
najwiekszego ciag nie przyjmuje.

Jesli ciag jest staly (wykres takiego ciagu na rysunku ponizej) - kazdy wyraz ciggu ma taka
samg wartosc.

Przyktad 3



Wyrazy ciggu (a,,) dlan > 1 tworzone sg wedtug pewnejreguty. Znajdziemy te regule na
podstawie tabelki czeSciowej ciggu i okreslimy wyraz najwigkszy i najmniejszy ciggu.
n 6 7 8 9

@, (=2) (—4) (—6) (—8)
ag = (—2)=(-2)-6+10
a; =(—4)=(-2)-7+10
ag = (—6) = (—2)-8+10
ag = (—8)=(-2)-9+10
Zapisujemy przyktad wzoru ogodlnego ciggu:
a, = —2n+ 10

Na podstawie znalezionego wzoru stwierdzamy, ze jest to cigg malejacy. Zatem
najwiekszy wyraz ciggu to:

alz(—2)1—|—10:8
Ciag nie ma najmniejszego wyrazu.

Jesli cigg nie jest monotoniczny, to szukanie najmniejszego lub najwigkszego wyrazu
ciggu jest nieco trudniejsze.

Definicja: ciagg monotoniczny
Ciagi rosngce, malejace, state, nierosngce, niemalejgce to ciggi monotoniczne.

Przyktad 4

Znajdziemy najmniejszy wyraz ciagu (a,,) okreslonego wzorem
a, = n’® — 10n + 16.

Wykres sklada sie z izolowanych punktéw zawartych w paraboli y = 2 — 10z + 16.
Najmniejsza wartos¢ funkciji, ktorej wykresem jest ta parabola, to druga wspotrzedna
wierzchotka paraboli.

Obliczamy najpierw pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli.

ww=%=5

Otrzymana liczba to liczba naturalna. Zatem warto$¢ najmniejszego wyrazu ciggu jest
rowna drugiej wspotrzednej wierzchotka paraboli.


javascript:void(0);

Obliczamy te wspotrzedna.

Yo =52 —10-5+ 16 = (—9)

Zatem najmniejszy wyraz ciggu to as = (—9).
Przyktad 5

Ciag (a,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym

a; = —1

Gpt1 = —Qp, dlan >1
Wykazemy, ze roznica miedzy najwigekszym a najmniejszym wyrazem ciggu jest rowna 2.
Na podstawie wzoru rekurencyjnego okreslamy wzor ogolny ciggu.

Wypisujemy najpierw kilka poczatkowych wyrazow ciagu.

a; = (—1)
a, =1
a5 = (~1)
ay =1
as = (—1)

Zatem wzoOr ogolny ciggu to
a, = (—1)"

Jest to ciag, ktorego wyrazy nieparzyste maja warto$¢ (—1), a parzyste majg wartosc 1.
Czyli roznica miedzy najwigekszym a najmniejszym wyrazem ciggu jest rowna
1—-(-1)=2.

Znajac wzor ciggu, mozna nie tylko okresli¢ jego wyrazy najwiekszy i najmniejszy, ale
rowniez wyrazy ciggu spetniajace okreslone warunki.

Przyktad 6

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu (a,,) okreslona jest wzorem S,, = n3 — n? + 4.
Okreslimy, ile wyrazow tego ciggu jest rownych 0 i podamy najwi¢kszy wyraz ciggu
w przedziale (2, 6).

Znajdziemy najpierw wzor na wyraz ogolny a,, ciggu.

an = Sn - Sn—l



an=n%—n?+4— [(n—l)g—(n—1)2+4}

a, =n®>—n?+4— (n3—3n2—|—3n—1—n2+2n—1—|—4)

an = 3n? — 5n + 2

Obliczamy, ktory wyraz ciggu jest rowny 0.

3n* —b5n+2=0

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe w zbiorze liczb naturalnych dodatnich.

A=25-24=1
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Okazuje sie, ze pierwszy wyraz ciggu jest rowny 0.

a1 =0

W przedziale (2, 6) ciag jest rosnacy. Zatem najwiekszy wyraz ciggu to:
ag=3-6>2—5-6+2=108—30+2=280

Odpowiedz: Pierwszy wyraz ciggu jest rowny 0. Najwiekszy wyraz w przedziale (2, 6) to
ag — 80.

Stownik
ciag monotoniczny

ciagi rosngce, malejace, state, nierosngce, niemalejgce to ciggi monotoniczne



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja pokazujaca sposoby wyznaczania najmniejszego oraz najwiekszego
wyrazu ciggu. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé proponowane tam zadania,
a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D188Gvgnp

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy znajdowania najwiekszego wyrazu ciggu
malejacego.

Polecenie 2

Znajdz najwiekszy oraz najmniejszy wyraz ciagu (a,,) okreslnego wzorem ogdlnym

_ n(n+7)+12
Un = Tn+6)(nt4)



https://zpe.gov.pl/a/D188Gvqnp

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

lle wyrazéw ciagu (a, ) okreslonego wzorem ogélnym a, = 17 — n\/? jest dodatnich?
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Cwiczenie 2

Najwiekszy wyraz ciagu (a,,) okreslonego wzorem ogdlnym a,, = —n? + 10n — 16 to
ae

as

a1

o O O O

as



Cwiczenie 3

a; = 1
i1 =ap+n—+1,dlan>1
Zaznacz ktére zdanie jest prawdziwe, a ktore fatszywe.

Ciag (an) okreslony jest wzorem rekurencyjnym {

Prawda Fatsz
Najwiekszy wyraz tego
ciagu mniejszy od 100 to O O
WYraz a4
Kazdy wyraz tego ciggu jest O O
liczbg naturalng
Wyraz tego ciggu rowny
465 to asp O O
Najmniejszy wyraz ciggu O O

jest réwny 1



Cwiczenie 4 C
Dopasuj wyrazy (lub wyraz) ciagu (a,, ), ktére sa réwne 0 do odpowiedniego wzoru ciagu.

a, =n*—4(3n — 8)

‘a7’a1‘a8’ag as ay

a,=8n—n?—17

vVn?—81
a, = 5
Cwiczenie 5 Q@

Przeciagnij wzér ciagu do odpowiedniego pola.

Ciag, ktéry ma wyraz najmniejszy

_ 4 _ 1
Un = — 1292 ‘ dn = 777 ’
2n =L || g, = —2
Ciag, ktory ma wyraz najwiekszy n— 10 n T 14202
w, =2n —1 ’




Cwiczenie 6

Ciag (an) okreslony jest wzorem a,, = % — 2™. Wykaz, zZe ciagg ten nie ma wyrazu
najmniejszego. Pouktadaj rozwigzanie zadania w odpowiedniej kolejnosci.

Wypisujemy kilka kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu =
Zatem ciag (a,, ) jest malejacy, czyli nie ma wyrazu najmniejszego =
Przypuszczamy, ze ciag jest malejacy. Aby to wykaza¢, zbadamy roznice miedzy N
kolejnymi wyrazami ciggu. M
az = (—7%) s
Opi1 — Ap = 22(_7%1_)2 -ty $
i1 —an = —oigy — (2771 - 27) R
ap =0 =
an+1—an=—(ﬁ+2”) =
gt = an = 27 = 291 = (£ = 27) :
as = (—3) =
ag = (—15%) =
Dla kazdej liczby naturalnej dodatniej a,, .1 — a, < 0 =
Cwiczenie 7 @

Oznaczamy przez K, liczbe wszystkich krawedzi graniastostupa n - katnego. Zapisz wzér
ogolny ciggu . Okresl najwiekszy oraz najmniejszy wyraz ciggu nalezacy do przedziatu
(200, 500).



Cwiczenie 8 @

Ciag (b, ) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = 32;1" . Znajdz wszystkie wyrazy tego ciagu

bedace liczbami pierwszymi.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najmniejsza/najwieksza warto$¢ ciagu

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogolnym

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

a1 = 0,001

{an:an—l— % can(l —ap)
a1 =1

a =1

Ant2 = Qptl 1 Qn
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 okresla najmniejszy/najwiekszy wyraz danego ciagu liczbowego (jezeli istnieje),

» oblicza wyrazy ciggu spelniajgce dany warunek,

» wykorzystuje wlasnosci ciggow okreslonych wzorem ogolnym i rekurencyjnym,

 interpretuje informacje przedstawione w formie wykresu,

 dostrzega regularnosci i podobienstwa oraz analogie, formutuje wnioski na ich
podstawie i uzasadnia ich poprawnosc.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e 2-1,
o wykres Ishikawy,
« analiza morfologiczna.

Formy zaje¢:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie metodg 2 - 1 (dwoch zadaje pytania, jeden odpowiada) powtarzajg
wiadomosci na temat sposobOéw wyznaczania wyrazow ciggu.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z materiatami z sekcji Przeczytaj oraz z animacjq.
Nastepnie analizujg zalezno$ci przyczynowo - skutkowe w zadaniach pokazujacych
sposoby wyznaczania wyrazow ciggu o danych wlasnosciach i sporzadzajg wykres
Ishikawy pokazujacy te zaleznoSci.

2. Grupy prezentujg swoje wykresy i wspolnie ustalajg algorytm rozwigzywania zadan na
poszukiwanie najwiekszych /najmniejszych wyrazow ciggu.

3. Ostatnim elementem tej czesci lekcji jest wspolne rozwigzywanie ¢wiczen
interaktywnych 1 - 4 i analiza morfologiczna probleméw zwigzanych z wyznaczaniem
wyrazow ciggu o danych wiasnosciach.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie w domu ¢wiczen 5 - 8.

Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j

Wskazowki metodyczne opisujagce rézne zastosowania danego multimedium:

Animacja moze by¢ wykorzystana w czasie zaje¢ omawiajgcych monotoniczno$¢ ciggow
liczbowych.
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