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Liczby zaprzyjaznione, blizniacze, doskonate oraz pierwsze to liczby speiniajace okreslone
warunki. To, czy dana liczba nalezy do wybranego zbioru, weryfikujemy, korzystajac

z odpowiedniego algorytmu liczbowego. W e-materiale Algorytmy liczbowe poznaliSmy
podstawowe informacje na ich temat.

W tym e-materiale poznamy implementacje wybranych algorytmow liczbowych w jezyku
Ct+t.

Implementacje w innych jezykach programowania znajdziesz w e-materiatach:

o Algorytmy liczbowe w jezyku Java,
o Algorytmy liczbowe w jezyku Python.

Wiecej zadan? Przejdz do Algorytmy liczbowe - zadania maturalne.
Twoje cele

e Zastosujesz w praktyce wiedze dotyczacg algorytmow liczbowych.

o PrzeSledzisz przykladowe algorytmy liczbowe zapisane w jezyku C++.

o Przeanalizujesz, napisang w jezyku C++, implementacje algorytmu stuzacego do
sprawdzania, czy liczby sg pierwsze, zaprzyjaznione, doskonate czy blizniacze.

» Wykonasz kilka ¢wiczen zwigzanych z algorytmami liczbowymi.
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Przeczytaj

Liczby pierwsze

Zgodnie z definicja liczba pierwsza to taka, ktora spetnia nastepujacy warunek:
» ma tylko dwa dzielniki: jeden i samg siebie.

Zaimplementujmy w jezyku C++ algorytm pozwalajacy sprawdzic¢, czy podana liczba jest
liczba pierwsza.

Zacznijmy od utworzenia dwoch zmiennych: jednej typu catkowitego (int) o nazwie
liczbaTest oraz drugiej typu bool, ktéra bedzie sie¢ nazywac¢ czyPierwsza. Do
liczbaTest zostanie zapisana liczba, ktorg uzytkownik wpisat na klawiaturze, w celu
sprawdzenia, czy jest ona liczbg pierwsza. Natomiast zmienna czyPierwsza bedzie
przyjmowac wartos¢ true lub false w zaleznosci od tego, czy mamy do czynienia z liczbg
pierwsza, czy tez nie.

Poniewaz wspomnieliSmy o interakcji programu z uzytkownikiem, napiszmy kod
odpowiedzialny za mozliwo$¢ wprowadzenia przez uzytkownika wtasnych danych, czyli
w tym przypadku liczby, ktora ma zosta¢ poddana sprawdzeniu.

int liczbaTest;
bool czyPierwsza;

std::cin >> liczbaTest;

Nastepnym krokiem bedzie napisanie petli, w ktorej bedziemy sprawdzac liczby od 2 do
liczby mniejszej o jeden od podanej. Poniewaz dzielnikami liczby pierwszejjest 1i podana
liczba, wiec w przedziale <2, liczbaTl'est — 1> nie powinno by¢ zadnego dzielnika
podanejliczby. W przypadku wykrycia dzielnika catkowitego petla zostanie przerwana
instrukcjg break, a zmienna logiczna czyPierwsza przyjmie warto$¢ false, co bedzie
oznaczalo, ze podana przez uzytkownika liczba nie jest liczbg pierwsza.

for(int i = 2; i < liczbaTest; i++) {
if(liczbaTest % 1 == 0) {
czyPierwsza = false;
break;



Wazne!

Mozemy zoptymalizowac nasz algorytm i sprawdzanie, czy liczba jest dzielnikiem
liczbaTest wykonywa¢ w przedziale <2,/ liczbaTest>. Petle for mozna wtedy
przeksztalci¢ nastepujgco: for (int i = 2; i*i <= liczbaTest; i++).
Zapisi*i <= liczbaTest wynika z podniesienia dwoch stron do kwadratu, aby
pozbyc¢ si¢ pierwiastka. Dlaczego sprawdzanie wystarczy dokonac tylko do pierwiastka
liczby? Przeanalizujmy przyktady liczb 18 oraz 16 i wypiszmy ich dzielniki:

V18 ~ 4,24
Dzielniki 18 = {1, 2, 3, [4.24], 6, 9, 18}
V16 = 4

Dzielniki 16 = {1, 2, |4|, 8, 16}
Pomiedzy znakami || zapisano wartos¢ bezwzgledna pierwiastka liczby n.

Mozna zauwazy¢, ze jesli liczba n ma dzielniki wigeksze od 1, to posiada ich tyle samo po
obu stronach od 4/n . W przypadku liczb kwadratowych np. 16, 25, 36 itp. pierwiastek
liczby bedzie jej dzielnikiem.

for(int i = 2; i*i <= liczbaTest; i++) {
if(liczbaTest % i == 0) {
czyPierwsza = false;
break;

Na koniec okreslamy, jaki komunikat ma si¢ pojawi¢ na standardowym wyjsciu,
w zaleznoSci od tego, jaka jest warto$¢ zmiennejczyPierwsza.

if(czyPierwsza == true) {
std::cout << "Podana liczba jest liczbg pierwszg" << std::enc
} else {

std::cout << "Podana liczba nie jest liczbg pierwszg" << std:

Ciekawostka



Instrukcje warunkowa if (czyPierwsza == true) mozna zapisa¢ rowniez
jako if (czyPierwsza).

Zobaczmy kod catego programu.

#include <jiostream>
using namespace std;

int main() {
int liczbaTest;
bool czyPierwsza = true;

cout << "Podaj liczbe, ktorg chcesz poddac¢ sprawdzeniu:" << e
cin >> liczbaTest;

for(int i = 2; i < liczbaTest; i++) {
if(liczbaTest % 1 == 0) {
czyPierwsza = false;
break;

if(czyPierwsza == true) {
cout << "Podana liczba jest liczbg pierwsza" << std;
} else {
cout << "Podana liczba nie jest liczba pierwszg" << std;

return 0,

Warto zauwazyc¢, ze w tej implementacji algorytmu wychodzimy z zalozenia, ze podana
liczba jest liczbg pierwszg, poniewaz przy deklaracji zmiennejlogicznejczyPierwsza
nadajemy jej wartoS¢ true. Po wykonaniu petli for, jezeli warto$¢ czyPierwsza nie
zostanie zmieniona, jej warto$¢ nadal bedzie wynosi¢ true, a my uzyskamy pewnosc, ze
mamy do czynienia z liczbg pierwsza.

Liczby doskonate

Zacznijmy od przypomnienia warunku, jaki musi spetnia¢ liczba doskonata:



« Suma dzielnikow mniejszych od sprawdzanejliczby musi by¢ réwna tej liczbie.
Przyktadami liczb doskonatych s3:

e 6, poniewaz:

1+2+3=6

gdzie 1, 2 i 3 to dzielniki wtasciwe liczby 6.

e 28, poniewaz:

1+24+3+4+7+14=28

gdzie 1, 2, 3,4, 7, 14 to dzielniki wtasciwe liczby 28.

Mozna zauwazy¢, ze nasz algorytm bedzie polegal na znalezieniu dzielnikow podanejliczby,
zsumowaniu ich i sprawdzeniu, czy wynik jest rOwny sprawdzanejliczbie. Przeanalizujmy
kod programu, ktory stanowi rozwigzanie tego problemu:

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int liczba;
int sumaDzielnikow = 0;

cout << "Podaj liczbe do sprawdzenia:" << std;
cin >> liczba;

for(int i = 1; i < liczba; i++) {
if(liczba % 1 == 0) {
sumaDzielnikow = sumaDzielnikow + 1i;

¥
3
if(sumaDzielnikow == liczba) {

cout << "Dana liczba jest liczbg doskonaig";
} else {

cout << "Dana liczba nie jest liczbg doskonaig";
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W petli for sprawdzamy, czy kolejne liczby (zaczynajac od 1) s3 dzielnikami zmiennej
liczbaTest. Jezeli znajdziemy taki dzielnik, dodajemy go do zmiennej sumaDzielnikow.
Nastepnie porownujemy wartos¢ zmiennej sumaDzielnikow z podang do sprawdzenia
liczba. Jezeli sg one rowne, to jest to liczba doskonata.

Liczba doskonata - optymalizacja algorytmu

Zastanowmy sie, czy mozna zoptymalizowac¢ przedstawiony wyzej algorytm. Pierwszg
rzecza, ktorag mozemy zrobic, jest rozpoczecie przetwarzanie petli od liczby 2, poniewaz
kazda liczba jest podzielna przez 1. Unikniemy dzi¢ki temu jednej, niepotrzebnejiteracii.

Mozemy takze doda¢ warunek wewnatrz petli. Pozwoli to sprawdzic, czy aktualna wartos¢
zmiennej sumaDzielnikow nie jest wigksza od badanejliczby. W ten sposob uda sie
unikna¢ wykonywania wielu niepotrzebnych cykli petli.

Nizej przedstawiamy kod programu po wprowadzeniu zmian optymalizacyjnych.
#include <iostream>
using namespace std;
int main() {
int liczba;

int sumaDzielnikow = 1;

cout << "Podaj liczbe do sprawdzenia:" << std;
cin >> liczba;

for(int i = 2; i < liczba; i++) {
if(liczba % i == 0) {

sumaDzielnikow = sumaDzielnikow + 1i;

if(sumabDzielnikow > liczba) {
break;

if(sumabzielnikow == liczba) {



cout << "Dana liczba jest liczba doskonaig";
} else {
cout << "Dana liczba nie jest liczba doskonaig";

Liczby zaprzyjaznione

Liczby zaprzyjaznione to takie, ktorych suma dzielnikow wilasciwych pierwszejliczby jest
rowna wartosci drugiejliczby, a suma dzielnikow wlasciwych drugiejliczby jest rowna
wartosci pierwszej liczby.

Przykladem pary takich liczb s3: 220 i 284.

Dzielniki wtaSciwe liczby 220 to: 1 +2 +4 + 5 + 10 + 11 + 20 +
+ 22 + 44 + 55 4 110 = 284. Natomiast dzielniki wiasciwe liczby 284 to:
1+2+4+71+ 142 = 220.

Przeanalizujmy implementacje algorytmu, ktora pozwoli sprawdzi¢, czy podane przez

uzytkownika dwie liczby sg zaprzyjaznione.

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int liczbal, liczba2;
int 11Suma = 0;
int 12Suma 0;

cout << "Podaj pierwszg liczbe do sprawdzenia:" << std;
cin >> liczbail;

cout << "Podaj drugg liczbe do sprawdzenia:" << std;
cin >> liczba2;

for(int i = 1; i < liczbal; i++) {

if(liczbal % i == 0) {
11Suma += 1i;

for(int i = 1; i < liczba2; i++) {



if(liczba2 % i == 0) {
12Suma += 1i;

if(liczbal == 12Suma && liczba2 == l1li1Suma) {
cout << "To sg liczby zaprzyjaznione";

} else {
cout << "To nie sg liczby zaprzyjaznione";

Na poczatku programu deklarujemy zmienne 1liczba1iliczba?2. To w nich zapiszemy
liczby, ktore uzytkownik podat do sprawdzenia. Kolejne zmienne to 11Suma oraz 12Suma.
Beda one odpowiadaty kolejno sumie dzielnikow wlasciwych liczby pierwszeji sumie
dzielnikow wiasciwych liczby drugie;.

Nastepnie w petlach for sprawdzamy kolejne dzielniki liczb i sumujemy je. W koncowe;j
czesci programu poréwnujemy wartoS¢ pierwszej liczby z sumg dzielnikow liczby drugiej
i warto$¢ liczby drugiej z suma dzielnikow liczby pierwszej, a nastepnie wypisujemy
odpowiedni komunikat.

Stownik

dzielniki wtasciwe

dzielniki liczby mniejsze od niej same;j



Gra edukacyjna

Problem 1
Napisz program, ktéry wyszuka liczby blizniacze z podanego zakresu. Przetestuj jego

dziatanie dla zmiennych a i b o wartosciach kolejno 2 i 2000.

Specyfikacja:

Dane:

e a,b - zmiennatypu int

Wynik:

Na standardowym wyjsciu wyswietlany jest komunikat ,Znalezione pary” oraz,

w osobnych liniach, znalezione liczby bliZzniacze.

Polecenie 1

Przeanalizuj prezentacje i poréwnaj z nig swoje rozwigzanie.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

SprawdZ swojg wiedze, biorgc udziatw grze.

Test

Sprawdz swoja wiedze o algorytmach liczbowych w jezyku C++,

biorac udziat w grze



Poziom trudnosci: Limit czasu:

Interactivelest.di 7 min
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Twoj ostatni wynik:

Trwa wczytywanie...

Cwiczenie 1

Zapoznaj sie z kodem i odpowiedz na pytanie.

1 bool main(int liczbaTest) {
int liczbal = 0;

for (int i = 1; i < liczbaTest; i++) {

2

3

4

5 if (liczbaTest % i == 0) {
6 liczbal = liczbal + 1i;
7

8

9

10 return liczbal == liczbaTest;



Cwiczenie 2

Zapoznaj sie z kodem i odpowiedz na pytanie.

int main(int liczbal, int liczba2) {
int 11_suma = 0;
int 12_suma = 0;

for (int i = 1; i < liczbal; i++) {
if (liczbal % i == 0) {

11_suma += 1i;

for (int i = 1; i < liczba2; i++) {
if (liczba2 % i == 0) {
12_suma += 1i;

return liczbal == 12_suma && liczba2 == 11_suma;



Cwiczenie 3

Zapoznaj sie z kodem i odpowiedz na pytanie.

1 int main(int liczbaTest) {

2 bool czy = 1;

3

4 for (int i = 2; 1 < liczbaTest; i++) {
5 if (liczbaTest % 1 == 0) {

6 czy = 0;

7 break;

8 b

9 }

10

11 return czy;

12 }



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @
Cwiczenie 1 @)
Program powinien sprawdza¢, czy podana liczba jest liczbg doskonata. Warunek
wewnatrz petli jest niepetny. Dopisz kod i przetestuj dziatanie programu dla liczby 6.
Specyfikacja:
Dane:
e liczba, sumaDzielnikow - zmienne typu int

Wynik:

W konsoli wyswietla sie Dana liczba jest liczbg doskonata, jezeli liczba spetnia kryteria

liczby doskonatej. W przeciwnym razie wyswietla komunikat: Dana liczba nie jest liczba

doskonata.



Cwiczenie 2 Q®
Program powinien sprawdza¢, czy podana liczba jest liczbg pierwsza. Kod programu nie
jest petny. Dopisz brakujace instrukcje i przetestuj dziatanie programu dla liczby 19.
Specyfikacja:

Dane:

e liczba - zmiennatypu int

e czyPierwsza - zmienna typu bool
Wynik:

W konsoli wyswietla sie Dana liczba jest liczbg pierwsza, jezeli liczba spetnia kryteria
liczby pierwszej. W przeciwnym razie wyswietla komunikat: Dana liczba nie jest liczba

pierwsza.

Cwiczenie 3 O
Napisz program wyszukujacy liczby bliZzniacze z podanego przez uzytkownika zakresu.
Program powinien wypisywac tylko te pary liczb blizniaczych, w ktérych jedna lub dwie
z liczb konczg sie cyfra 3. Przetestuj jego dziatanie dla zakresu <2, 100>.

Specyfikacja:

Dane:

e 1 - zmienna typu int, dolny zakres wyszukiwania liczb blizniaczych

e j - zmienna typu int, gérny zakres wyszukiwania liczb blizniaczych
Wynik:

Na standardowym wyjsciu wys$wietlane s3 liczby bliZniacze w nastepujacy sposéb: kazda

para liczb w nowej linii, liczby w parze powinny by¢ oddzielone literg ,v".



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytmy liczbowe w jezyku C++
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) planuje kolejne kroki rozwigzywania problemu, z uwzglednieniem podstawowych
etapow myslenia komputacyjnego (okreslenie problemu, definicja modeli i poje¢,
znalezienie rozwigzania, zaprogramowanie i testowanie rozwigzania).

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) projektuje i programuje rozwigzania problemow z roznych dziedzin, stosuje przy
tym: instrukcje wejScia/wyjScia, wyrazenia arytmetyczne i logiczne, instrukcje
warunkowe, instrukcje iteracyjne, funkcje z parametrami i bez parametrow, testuje
poprawnos¢ programow dla roznych danych; w szczegodlnosci programuje algorytmy
z punktu [.2);



Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Zastosujesz w praktyce wiedze dotyczacg algorytméw liczbowych.

o Przesledzisz przykltadowe algorytmy liczbowe zapisane w jezyku C++.

o Przeanalizujesz, napisang w jezyku C++, implementacje algorytmu stuzacego do
sprawdzania, czy liczby sg pierwsze, zaprzyjaznione, doskonate czy blizniacze.

o Wykonasz kilka ¢wiczen zwigzanych z algorytmami liczbowymi.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

dyskusija;

rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
gra dydaktyczna;
¢wiczenia praktyczne.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw parach;
e pracaw grupach.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub



Microsoft Visual Studio.
Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»2Algorytmy liczbowe w jezyku C++”. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami w sekcji
LPrzeczytaj

Faza wstepna:
1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Jezeli przygotowanie uczniow do lekcji jest niewystarczajace,
nauczyciel prosi o indywidualne zapoznanie si¢ z trescig zawartg w sekcji ,,Przeczytaj”
Kazdy uczestnik zaje¢ podczas cichego czytania wynotowuje najwazniejsze kwestie
poruszane w tekscie.

2. Praca z multimedium. Uczniowie zapoznajqg si¢ z problemem 1 z sekcji ,,Gra
edukacyjne”. W parach opracowuja jego rozwigzanie. Nastepnie porownuja je
z przedstawionym w prezentacii.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku beda
rozwigzywac ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Kazdy z uczniow robi to
samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie przedstawiajg rozwigzania.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

4. Liga zadaniowa - uczniowie pracujgc w parach, wykonujg ¢wiczenie nr 3 z sekcji
»Sprawdz sie”, a nastepnie dzielg si¢ swoimi wynikami przez poréwnywanie
napisanego kodu z inng grupg, ktora rowniez zakonczyla zadanie.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

Praca domowa:
1. Uczniowie biorg udziat w grze z sekcji ,,Gra edukacyjna”
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).



Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,,Przeczytaj” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania dolgczone do e-materiatu

»2Algorytmy liczbowe w jezyku C++".



