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Monotonicznos¢ ciggu arytmetycznego |

Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Monotoniczny, to inaczej jednostajny, nudny, niezmienny. W odniesieniu do ciggu
arytmetycznego oznacza to, ze cigg arytmetyczny jest rosnacy, malejacy lub staty. I co
ciekawego - kazdy cigg arytmetyczny jest monotoniczny.

Albert Einstein uwazal, ze monotonia cichego zZycia pobudza umyst do tworczosci.

Natomiast Coco Chanel miata inne zdanie: w Zyciu nie ma czasu na monotonie. Jest czas na
prace i czas na mito$¢. To wszystko nie pozostawia nam czasu na nic wiecej.

ATy o tym co sadzisz?

W tym materiale nie bedziemy prowadzi¢ rozwazan filozoficznych, ale zajmiemy si¢e
badaniem monotonicznoSci ciggow arytmetycznych i wykorzystaniem wtasnosci takich
ciggow.
Twoje cele
» Rozpoznasz ciggi arytmetyczne rosngce, malejgce i state, okreslone réznymi
sposobami.

o Podasz przyklady ciggdéw arytmetycznych monotonicznych.
» Udowodnisz, ze dany cigg arytmetyczny jest rosngcy/malejacy.




» Wykorzystasz w zadaniach wlasnosci ciggow arytmetycznych monotonicznych.



Przeczytaj

Ciagg arytmetyczny jest pewna funkcja, ktorej dziedzing jest podzbior zbioru liczb
naturalnych lub zbior liczb naturalnych. Zatem definicje okreslajgce monotonicznos¢ ciggu
arytmetycznego i sposoby okreslania tej monotonicznosci, sg analogiczne jak dla funkcii
liczbowych.

Ciag arytmetyczny rosnacy
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Na wykresie zaznaczonych jest kilka poczatkowych wyrazow ciggu (a,, ), okreslonego
wzorem ogolnym

a, =n—4,
gdzien € {1,2,3,...}.

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest wiekszy od
poprzedniego. O takim ciggu mowimy, Ze jest rosnacy.

Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggéw arytmetycznych rosnacych.
1,2,3,4,5,6,...
10, 15, 20, 25, 30, ...

—8,—4,0,4,8, ...
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—126, —124, —122, —120, —118, ...
Zauwazmy, ze W ciggu arytmetycznym rosngcym roznica ciggu jest dodatnia.
Twierdzenie: Ciag arytmetyczny rosnacy
Niech n bedzie liczbg naturalng dodatnig.
Cigg arytmetyczny (a,) o roéznicy r jest ciagiem rosngcym, gdy r > 0.
Przyktad 1

Wykazemy, Ze cigg arytmetyczny (a,,) okreslony wzorem a,, = 2n + 7, gdzie n € N, , jest
rosnacy.

Aby wykazac, ze ciag jest rosnacy, nalezy zbadac¢ roznice a, 1 — a, (dla dowolnegon > 1

)-

Api1—ap =2(n+1)+7—(2n+7)
Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie.
Api1 — Qp =2n+2+7—-2n -7
ant1 —ap=2>0

Pokazalismy, ze dla kazdejliczby naturalnejn > 1 spetniony jest warunek a,,,1 > a,, co
oznacza, ze ciag (a, ) jest rosnacy.

Przyktad 2

Ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym takim, ze a; = 6, ay = t> — 6, a3 = t + 10.
Znajdziemy wszystkie liczby ¢, dla ktorych cigg ten jest ciggiem rosngcym.

Z definicji ciggu arytmetycznego wynika, ze roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu
jest stata.

Zatem

as —a; = ag — a

2 —6—-6=t+10—t>+6

2t —t —28 =0

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.

A =1+224 =225
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t) = 1515

to = 1+15 16 __ 4

4 1
Wyznaczymy réznice ciagu dla kazdejznalezionej wartosci ¢.

Dlat, = —% otrzymujemy:

r > 0 - cigg rosnacy
Dla t; = 4 otrzymujemy:
a; =6

a; =4>—-6=10
r=10—-6=4

r > 0 - cigg rosnacy

Odpowiedz:

Ciag (a,) jest ciggiem rosngcym dlat € {— . 4}.

Ciag arytmetyczny malejacy
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Na wykresie zaznaczonych jest kilka wyrazoéw ciggu arytmetycznego (a,, ), okreslonego
wzorem ogolnym

a, = —2n +5,
gdzien € {1,2,3,4,...}

Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu (oprocz wyrazu pierwszego) jest mniejszy od
poprzedniego. O takim ciggu méwimy, ze jest malejacy.

Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggéw arytmetycznych malejacych.
18,10, 2, -6, —14, ...
100, 96, 92, 88, 84, 80, . ..
—20, —22, —24, —26, —-28, ...
Zauwazmy, ze W ciggu arytmetycznym malejgcym roznica ciggu jest ujemna.
Twierdzenie: Cigg arytmetyczny malejacy
Niech n bedzie liczba naturalng dodatnia.
Ciagg arytmetyczny (a,,) o réznicy r jest ciggiem malejagcym, gdy r < 0.
Przyktad 3

Okreélimy, dla jakich warto$ci parametru k (k # 01 k € R) ciag arytmetyczny (a,,)
okreslony wzorem ogdlnym a,, = —(kn + 3) + 4(6 + k)n, gdzien € {1,2,3,4, ...} jest




malejgcy.

Musimy znalez¢ roznice ciggu. W tym celu wyznaczamy dwa kolejne wyrazy ciggu.
a; =—k—3+24+4k=3k+21

as = —2k — 3+ 48 + 8k = 6k + 45

Wyznaczamy réznice ciggu.

r=ay—a

r=6k+45 -3k — 21 =3k + 24

Aby cigg byt malejgcy, roznica ciggu musi by¢ ujemna.
3k+24<0

k< -8

Odpowiedz:

Ciag arytmetyczny (a,,) jest malejacy, gdy k < —8.
Przyktad 4

W ciggu arytmetycznym malejacym (a,, ) stosunek wyrazu szostego do trzeciego jest
rowny 7, a suma kwadratow wyrazow drugiego i czwartego jest rowna 40. Wyznaczymy
wzOr ogolny ciggu.

Oznaczmy:
a — pierwszy wyraz ciagu,
r — roznica ciggu.

Stad:

ag = a + dr
a3 = a -+ 2r
a =a-+r
as =a+ 3r

Zapisujemy rownania wynikajace z tre$ci zadania.

il

as a+2r

as? 4 as> = 40 = (a+r)* + (a4 3r)* = 40



Przeksztalcamy oba rownania, sprowadzajac je do najprostszej postaci.

a -+ 5r = Ta+ 14r
2a> + 8ar + 1072 = 40

o= 3
2a% + 8ar + 1072 — 40 =0

Do drugiego rownania podstawiamy wyznaczong zmiennag a.

_ 3r
a=—7
{2- Ir2+8- (=3 )r+10r? —40=0
Rozwigzujemy drugie z uzyskanych rownan.
2r? —12r* +10r* —40 = 0

5r* —80 =0

r=4lubr=—4

Cigg ma by¢ malejacy, zatem r = —4.

Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu.

Zapisujemy wzOr ogolny ciggu.
a, =6+ (n—1)-(—4)

a, = —4n + 10

Odpowiedz:

Wzor ogolny ciggu:

a, = —4n + 10.

Ciag arytmetyczny staty
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Na wykresie zaznaczonych jest kilka poczatkowych wyrazéw ciagu (a,, ), okreslonego
wzorem ogolnym

a, = —1
gdzien € {0,1,2,3,...}
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciggu ma te samg wartos¢. O takim ciggu mowimy, Ze jest staly.
Ponizej przyktady jeszcze kilku ciggéw arytmetycznych statych.
3,3,3,3,3,3,...
=7, =7, =7,-7,—7,...
100, 100, 100, 100, 100, 100, ...
Zauwazmy, ze w ciggu arytmetycznym stalym roznica jest rowna 0.
Twierdzenie: Ciagg arytmetyczny staty
Niech n bedzie liczbg naturalng dodatnig.
Ciag arytmetyczny (a,,) o roéznicy r jest ciagiem statym, gdy r = 0.
Przyktad 5

Znajdziemy takg liczbe z, dla ktorej ciag x2, 2z + 3, 12 — x jest trzywyrazowym ciggiem
arytmetycznym statym.

W ciggu stalym wszystkie wyrazy sa rowne, zatem:
2 +3=12 -z

3r =9




=3
Cigg ma postac: (9,9,9).

Odpowiedz:

Szukana liczba to 3.

Stownik

monotonicznos¢ ciggu arytmetycznego

niech n bedzie liczba naturalng dodatnig; cigg arytmetyczny (a,) o roznicy r jest
ciggiem:

e rosngcym, gdyr > 0,

e malejgcym, gdy r < 0,

o stalym,gdyr =0



Animacja

Polecenie 1

Przeanalizuj przyktady podane w animacji i wykonaj Polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DwCudD5hb

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej monotonicznosci ciggu arytmetycznego.

Polecenie 2

Zbadaj, czy cigg arytmetyczny okreslony wzorem a,, = 2n — 11 jest rosnacy, malejacy czy

staty.


https://zpe.gov.pl/a/DwCudD5hb

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Na rysunkach przedstawiono fragmenty wykresow ciggéw, okreslonych dla

n=20,1, 2, 3, ....Wskaz wykres, na ktérym przedstawiony jest fragment wykresu ciggu
arytmetycznego rosngcego.
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Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby \/_5114 1, —2 — \/5 w tej kolejnosci, sg trzema

kolejnymi (niekoniecznie poczatkowymi) wyrazami pewnego ciggu arytmetycznego
nieskonnczonego. Ten ciagg:

() nie jest monotoniczny.

() jest ciagiem statym.

() jest ciagiem rosnacym.

Q jest ciggiem malejgcym.




Cwiczenie 3 @
Ciagi arytmetyczne opisane sg podanymi wzorami ogélnymi. Przyporzadkuj kazdemu z ciggdéw
jego rodzaj.

c, = —4n + 19 cigg malejacy
a, = (n+ 1)2 — n? ciag rosnacy
n—m
b, =2- (\/5) cigg staty

Cwiczenie 4
Whpisz brakujace wyrazy ciggéw arytmetycznych monotonicznych.

« Ciag pierwszy: —‘ ’, —156, — ‘ , —150
 ciggdrugi: 16,‘ H ’, —14

 ciag trzeci: —\/5,‘ ’, \/5, 2v/2

X y E

Cwiczenie 5
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie znaki: <, > lub =.

____________________

r > a; to ciag jest rosnacy.

2. Jezeli w ciagu arytmetycznym (a,,) pierwszy wyraz a; > 0, roznica ciagu jest rowna r i




Cwiczenie 6

W monotonicznym ciggu arytmetycznym (an) drugi wyraz jest rowny % a czwarty wyraz jest
rowny 1.

Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz

O O

Ciag ten nie jest ciggiem
statym.

Pierwszy wyraz tego ciggu
jest mniejszy od 1.

Wiadomo, ze ag < 3 zatem
ciag ten jest malejacy.

Poniewaza; — as < 0,
wiec ciag ten jest rosnacy.

O
O
O
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Cwiczenie 7 @

Ciag (z, y, z) jest ciagiem arytmetycznym rosngcym. Suma wyrazdw ciagu jest réwna 6, a ich
iloczyn jest rowny (—24). Znajdz liczby z, y, 2.

Cwiczenie 8 @

2 2
Wykaz, ze ciag arytmetyczny (a,,) okre$lony wzorem ogélnym a,, = (2 _ (6n) jest

8 8
rosnacy.




Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy;
4) sprawdza, czy dany cigg jest arytmetyczny lub geometryczny;

7) wykorzystuje wiasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje ciggi arytmetyczne rosnace, malejace i stale, okreslone réznymi sposobami
e podaje przyktady ciggdéw arytmetycznych monotonicznych

» udowadnia, ze dany cigg arytmetyczny jest rosnacy/malejgcy

» wykorzystuje w zadaniach wilasnos$ci ciggow arytmetycznych monotonicznych

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o karawana
» gwiazda porzadkujgca
 los szczescia

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg karawany (czyli kolejno jeden za drugim w rzedach, w jakich siedzg
w tawkach) przypominajg uzyskane juz informacje na temat ciggu arytmetycznego. Przy
czym nie wolno powiela¢ informaciji. Procedura trwa, az ,karawana” dojedzie do celu
(czyli do momentu az wiadomosci uczniow wyczerpig sie).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w matych grupach. Zapoznaja si¢ z materiatem w sekcji ,Przeczytaj’
i materiatem zawartym w animacii.
Na podstawie uzyskanych informaciji, tworza ,gwiazde porzadkujaca”, na krotszych
ramionach ktorej zapisujg kolejne kroki algorytmu badania monotonicznosci ciggu
arytmetycznego. Na dtuzszych ramionach zapisujg inne, przydatne pozyskane
informacje.

2. Grupy prezentujg swoje gwiazdy, wspolnie wybierajg najlepsza z nich i ewentualnie
dopisuja swoje pomysty na jej ramionach.

3.Jeden z uczniow losuje 4 kartki z imionami uczniow, ktorzy na forum klasy rozwiazujg
wybrane przez siebie ¢wiczenia interaktywne. [ dokonuja samooceny wtasnej pracy.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Nauczyciel prosi, aby uczniowie w domu wykonali ¢wiczenia, ktorych nie rozwigzali na
lekcii.

Materialy pomocnicze:
Cigg arytmetyczny
Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna wykorzysta¢ wprowadzajac pojecie monotonicznoSci ciggu
arytmetycznego.
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