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Pole powierzchni ostrostupa prawidtowego tréjkatnego

AR

Wsrod roznych wieloScianow wyrédzniamy ostrostupy. Ostrostup to taki wieloscian, ktorego
podstawg jest dowolny wielokat, a Sciany boczne sg trojkatami o wspolnym wierzchotku.
W zbiorze ostrostupoéw mozemy wyréoznic¢ ostrostupy prawidtowe trojkatne.

W tym materiale skupimy si¢ na obliczaniu pola powierzchni ostrostupa prawidtowego
trojkatnego.

Twoje cele

e Obliczysz pole powierzchni ostrostupa prawidtowego trojkatnego.
o Zastosujesz zwigzki trygonometryczne i znane twierdzenia do obliczania pola

powierzchni ostrostupa.



Przeczytaj

Jezeli podstawg ostrostupa jest wielokat foremny np. trojkgt rownoboczny a spodek
wysokosci ostrostupa pokrywa sie ze srodkiem okregu opisanego na jego podstawie, to
moéwimy, ze taki ostrostup jest prawidlowy.

Ostrostup prawidlowy trdjkatny, to taki ostrostup prosty, ktérego podstawa jest tréjkat
foremny, czyli tréjkat rownoboczny. Spodek wysokosci pokrywa sie z $srodkiem cigzkosci
tego trojkata, czyli z punktem przeciecia sie sSrodkowych, ktore sg zarazem wysokosciami
i dwusiecznymi katow w podstawie. Sciany boczne ostrostupa sa przystajgcymi trojkgtami
rownoramiennymi o wspolnym wierzchotku zwanym wierzchotkiem ostrostupa.

Pole powierzchni ostroslupa prawidlowego trojkatnego to suma pola podstawy i pola
powierzchni bocznej

P=P,+P=%51+3.1.a-h=%3 13 4.h,

gdzie:

P, - pole podstawy,

P, - pole powierzchni bocznej, czyli suma wszystkich po6l Scian bocznych ostrostupa,
h - wysokos¢ $ciany bocznej ostrostupa.

Dla czworos$cianu foremnego o krawedzi a pole powierzchni
P =a%/3.
Masz do dyspozycji dynamiczng wizualizacje ostrostupa prawidtowego trojkatnego,

w ktorym mozesz zmieniac¢ potozenie bryly w przestrzeni. Mozesz obroci¢ ostrostup przez
przeciagniecie myszka.
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Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dh5SFEPwnP

Zmieniajac wartosci n mozesz zaznaczy¢ odpowiednio:

1 - trojkat prostokatny wyznaczony przez krawedz podstawy i wysoko$¢ podstawy

2 - trojkat prostokatny wyznaczony przez krawedz boczng ostrostupa i wysokos¢ $ciany
bocznej

3 - trojkat prostokatny wyznaczony przez krawedz boczng i wysokoS¢ ostrostupa

4 - trojkat prostokatny wyznaczony przez wysokosc Sciany boczneji wysokoSc¢ ostrostupa

Trojkaty prostokatne, ktore widzimy w ostrostupie utatwia okreslenie zwigzkow miedzy
odcinkami w ostrostupie, a w konsekwencji rozwiazywanie zadan dotyczacych obliczania
pola powierzchni oraz objetosci ostrostupa prawidtowego trojkatnego.

Przyktad 1

Obliczymy pole powierzchni ostrostupa prawidtowego trojkatnego, ktérego wysokos¢ ma
dtugos¢ 10 cm, a krawedz boczna 12 cm.

Rozwigzanie
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aV3
5.

Przyjmujemy, ze |AB| = a oraz |OS| = 10, wowczas: | DC| =

Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie, zatem:

0C| = % -|DC| = 2.

Rozpatrujemy trojkat prostokatny COS, na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

oC|? + |0S)* = |CS|?

(a33)2 1102 = 122

< — 144 - 100

a?=44-3 =132

Obliczamy pole podstawy ostrostupa:

P, = a22/§ _ 13%1\/§ — 333 [sz}

Mamy juz pole podstawy, obliczymy pole powierzchni bocznej, ktéra jest sumg pol Scian
ostrostupa.

\DO| = L|DC| = 3
Rozpatrujemy trojkat prostokatny DO.S, na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

IDS|” = |DOf +|0S|?



-\ 2

‘Ds|2:(a\6/3) +102

2 a2
IDS)* = 2 1100
|DS|* =11 + 100
|DS|* = 111
|DS| = /111 [cm]
P, = 3- % -a- h, gdzie h jest wysokoécia $ciany bocznej: h = |DS| = v/111 cm.
P,=3-1.4132.V/111=3 . v/12.11-3-37 = 2 . 6 - V407 = 9407 [cm?]

Zatem pole powierzchni ostrostupa:
P = P, + P, = 33v/3 4+ 9v/407 [cm?]
Przyktad 2

Obliczymy pole powierzchni ostrostupa prawidtowego trojkatnego, ktoérego wysokosc
o dlugosci 16 cm tworzy:

a) z krawedzia boczng kat « taki, ze tg o = 0, 5,

b) z wysokoscig Sciany bocznej kat 3 taki, ze cos 8 = 0, 8.

Rozwigzanie

a) Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami, zaznaczamy kat o miedzy
wysokoscig ostrostupa a krawedzia boczna.



B

aV3
5.

Przyjmujemy, ze |AB| = a oraz |OS| = 16, wowczas: |DC| =

Spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie, zatem:

|0C| = £|DC| = 22,

W trojkacie C'SO mamy: tg o = %, wiec 3 = %, stad |OS| = 2|0C/, zatem

2av/3
16 = =5~

48 = 2aV/3
48+/3 = 6a
a =83 [cm]
sv3) V3 _
Obliczamy pole podstawy ostrostupa P, = azl/g = ( 4> = 48+/3 [cmz].

Mamy juz pole podstawy, obliczymy pole powierzchni bocznej, ktéra jest sumg pol Scian
ostrostupa.

IDO| = L|DC| =«
Rozpatrujemy trojkat prostokatny DO.S, na podstawie twierdzenia Pitagorasa mamy:

|DO|? + |0S|* = |DS|?

2
(28) +16* = |DsP



< 1256 = |DS|*

IDS|* = 16 + 256

|DS|)* = 272

IDS| = V272 = 4V/17 [cm)

pP,=3- % - a - h, gdzie hjest wysokoscia sciany bocznejh = |DS| = 4+/17 [cm].

P, =3-1-8V3-4V17 = 48V/51 [cm?].

Zatem pole powierzchni ostrostupa:

P=P,+ P, =48V3+ 4851 = 48(V3 + V51) [om?].

b) Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami, zaznaczamy kat 5 miedzy
wysokoscig ostrostupa a wysokoscig $ciany boczne;.

S

C
A ‘
D
B
Przyjmujemy, ze |AB| = a oraz |OS| = 16, wowczas: |[DC| = a\2/§.

Spodek wysokoéci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie, zatem:
IDO| = L. |DC| = =5,

\4% trOqume DOS mamy cos B = | ng , wiec 180 = :g‘;‘ , stad

IDS| =2 .108| = 10 .16 = 20 [cm].

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mamy:



IDOf + 0S| = |DS|?

2
(a63) +162:202
3a> _
3a. — 400 — 256
a2
a? = 1728 [cm?]
a = 243 cm

Obliczamy pole podstawy ostrostupa oraz pole powierzchni boczne;j.

Pp — aiz/g — 1723'\/3 — 432\/§ [sz}

P, =3-1-a-h,gdzie hjest wysokoscia $ciany bocznejh = | DS| = 20

Py=3-4%-24¢/3-20 = 7201/3 [cm?].

NI

Zatem pole powierzchni ostrostupa: P = P, + P, = 4324/3 + 720v/3 = 1152+/3 [cmﬂ.
Przyktad 3

Podstawa ostrostupa prawidtowego trojkatnego ma pole rowne 254/3. Obliczymy
wysokos¢ Sciany bocznej tego ostrostupa, jesli jego pole powierzchni catkowitejjest
siedmiokrotnie wigksze od pola podstawy.

Rozwigzanie

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami.



Oznaczamy |BC| = |AB| = a

23
P, = a4

251/3 = <3
100 = a?
10 =a

Wiemy, ze P = P, + P, oraz P = 7P, stad

TP,=PFP,+ B
6P, = B,
6 - 25\/§ =B

150//3=3-1.a-h

100vV/3 =a-h
100v/3 = 10h
10vV3=nh

Zatem wysokoéé $ciany bocznej ostrostupa: b = 104/3.

Przyktad 4



Sciana boczna ostrostupa prawidtowego trojkgtnego jest trojkgtem rownoramiennym,
w ktérym ramiona majg dtugos¢ 2 cm a kat miedzy nimi ma miare 30°. Obliczymy pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Rozwigzanie

Wykonujemy rysunek z odpowiednimi oznaczeniami, zaznaczamy kat 30° miedzy
ramionami $ciany bocznej ostrostupa.

B

Oznaczamy |AB| = |BC| = |AC| = a, |DS| = h jest wysokoscia $ciany bocznej trojkata
ABS.

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkgta BC'S mamy:
a®=2+22—-2-2%.cos30°

a?=4+4-8- L3
a> =8 — 443

a’ = 4(2 — \/§>

4(2-v3)V3 _
Obliczamy pole podstawy ostrostupa P, = azf = ( 1 ) = (2 — \/§> /3 [cmﬂ.

Mamy juz pole podstawy, obliczymy pole powierzchni bocznej, ktora jest sumg pol Scian
bocznych ostrostupa.



Dla trojkata ABS: Pyps = 5 -2 -2 -sin30°, stad mamy:
Paps =2-sin30° =2 3 = 1[cm?]

P,=3-1=3 [cm?]

Zatem pole powierzchni ostrostupa: P = P, + P, = (2 — \/5) vV/34+3=2V3 [cmZ].

Stownik
ostrostup prawidtowy

to ostrostup, ktorego podstawa jest wielokat foremny i spodek wysokoSci ostrostupa
pokrywa si¢ ze Srodkiem okregu opisanego na jego podstawie

spodek wysokosci bryty

to rzut prostokatny wierzchotka bryty na ptaszczyzne podstawy
ostrostup prawidtowy tréjkatny

to ostrostup prosty, ktorego podstawa jest trojkat rownoboczny
czworoscian foremny

to ostrostup prawidlowy trojkatny, ktorego wszystkie cztery Sciany s3 trojkgtami
rownobocznymi




Aplet

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszym apletem GeoGebry. Zauwaz jak zmienia sie pole powierzchni
ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, gdy zmienia sie krawedz podstawy lub wysoko$¢
ostrostupa. Przesuwajac punkt A lub B zmieniasz dtugos$¢ a krawedzi podstawy, gdy
przesuniesz punkt D zmieniasz wysoko$¢ H ostrostupa, chwytajac za suwak mozesz otwieraé
lub zamykac siatke ostrostupa prawidtowego trojkatnego. Mozesz obrécic¢ ostrostup przez
przeciagniecie myszka.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D10Wung6N

Polecenie 2

Niech krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosé 6, zas jego
wysokos$¢ H = 8. Korzystajac z powyzszego apletu ustaw punkt A tak, aby aby krawedz
podstawy zwiekszyta sie dwukrotnie, ale wysokos$é pozostaw bez zmiany. Oblicz pole
powierzchni ostrostupa prawidtowego tréjkatnego po zmianie oraz okresl o ile razy sie ono
zwiekszyto.
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Polecenie 3

Niech krawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosé 6, zas jego
wysokos¢ H = 8. Korzystajgc z powyzszego apletu ustaw punkt D tak, aby odcinek H
zwiekszyt sie dwukrotnie, ale krawedz podstawy pozostaw bez zmiany. Oblicz pole

powierzchni ostrostupa prawidtowego trojkatnego po zmianie i okresl o ile razy sie ono

zwiekszyto.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Ocen prawdziwos$¢ kazdego zdania.

Zdania Prawda Fatsz

Miara kata miedzy
wysokoscig a krawedzig
boczng ostrostupa
prawidtowego tréjkatnego O O
jest zawsze mniejsza od 90°

Miara kata miedzy
krawedzig podstawy
a krawedzig boczna
ostrostupa prawidtowego O O
trojkatnego jest zawsze
mniejsza od 90°.

Miara kata miedzy
wysokoscig a wysokoscig
sciany bocznej ostrostupa
prawidtowego trojkatnego O O
jest zawsze mniejsza od 90°




Cwiczenie 2 @)
Zaznacz prawidtowe odpowiedzi. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym:

Katy dwuscienne miedzy jego sasiednimi $cianami sg réwne.

Wszystkie jego sciany boczne mogg by¢ trojkatami prostokatnymi.

O o O

Sciany boczne sa przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi.

(] Katy ptaskie przy wierzchotu jego $cian bocznych sa réwne.

Cwiczenie 3

Wybierz jedng wtasciwg odpowiedz. Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktérym
krawedz podstawy ma dtugos¢ a = 4. Wszystkie Sciany boczne ostrostupa sg trojkgtami
prostokatnymi. Pole powierzchni bocznej ostrostupa wynosi:

O P, =22
O P,=12V3
O P, =16V2

O P=12



Cwiczenie 4

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABC'S (tak jak na rysunku) promien okregu
wpisanego w podstawe ABC' tego ostrostupa jest rowny 4, kat o = 30°. Zaznacz
prawidtowe odpowiedzi.

krawedz podstawy AB = 8+/3

P, = 963

o O O O



Cwiczenie 5

Dany jest ostrostup prawidtowy troéjkatny, w ktérym krawedz podstawy ma dtugos$¢ a. Kat
miedzy krawedzig boczng i krawedzig podstawy ma miare 45°. Pole powierzchni bocznej
ostrostupa wynosi:

O Pb:4Ta2
O p=%
O Pb:%\/g
O Pb:a2z/§

Cwiczenie 6

Pole powierzchni czworoscianu foremnego jest réwne 36\/§ cm?. Suma dtugosci wszystkich
krawedzi tego czworos$cianu wynosi:

() 18 cm

() 72 cm

() 18v/3 cm

() 36 cm



Cwiczenie 7 @

Trojkat rownoboczny ABC jest podstawg ostrostupa prawidtowego ABC'S, w ktérym $ciana
boczna jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem 60°, a krawedz boczna ma dtugosc
7. Obliczajac pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa uzupetnij puste miejsca wtasciwymi
zapisami. Przeciagnij odpowiednie pola.

7= (2)" + DS2 to|

2

49 = & 4 3¢ 49 — To
a’? =84
a = /84 = 24/21, odcinek DS = a\3/§ = 2‘/%"/5 = 24/7, odcinek | DS| = h, jako

wysokos$¢ Sciany bocznej.

2 —
Wyznaczamy pole podstawy ze wzoru P, = a4—‘/§, wiec P, = %\/g = 214/3.
Wyznaczamy pole powierzchni bocznej ostrostupa ze wzoru

Py=3-%-a-h=3-1.2v21-2V/7 =423



______________

..............

- _ DO a2, (a3
cos 60 —W"ﬁ—(g) +< 33)

‘mm:g3Hm&:ﬁ@HP:&+a]

Cwiczenie 8 @

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABC'S cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do

ptaszczyzny podstawy jest réwny 27\/7 Wykaz, ze pole powierzchni bocznej tego ostrostupa

stanowi % jego pola powierzchni catkowite;.
Cwiczenie 9 @

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym, powierzchnia boczna tego ostrostupa jest 4 razy
wieksza od powierzchni podstawy. Oblicz cosinus kata miedzy krawedzig boczng i ptaszczyzna
podstawy ostrostupa oraz cosinus kata miedzy Sciang bocznga i ptaszczyzna jego podstawy.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Biernacka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni ostrostupa prawidlowego trojkatnego

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:
6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony. Uczen:
2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidlowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza pole powierzchni ostrostupa prawidtowego trojkatnego

 stosuje znane twierdzenia w obliczaniu pola powierzchni ostrostupa prawidtowego
trojkatnego

o wykorzystuje zwigzki miedzy odcinkami ostrostupa prawidtowego tréjkatnego w celu
budowania rozwigzania zadania

» wykorzystuje zwiazki trygonometrii w obliczaniu pola powierzchni ostrostupa
prawidtowego trojkatnego

Strategie nauczania:



« konstruktywizm

» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

» pokaz multimedialny

e analiza pomystow

o dyskusja

Formy pracy:

o pracaindywidualna

e pracaw grupach

» praca calego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

Nauczyciel zadaje pytania dotyczace definiowania oraz wlasnosci ostrostupow,

w szczegolnosci ostrostupa prawidtowego trojkagtnego.

Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

5.

Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzen dotyczgcych wlasnosci ostrostupa
prawidtowego trojkagtnego.

. Przedstawia aplet GeoGebry, w ktorym pokazane sg zwigzki miedzy krawedziami

ostrostupa ulatwiajgce budowanie rozwigzania zadan dotyczacych obliczania pola
powierzchni ostrostupa prawidlowego trojkatnego.

. Podzial klasy na grupy. Uczniowie w grupach analizujg poszczegolne przykiady

obliczania pola powierzchni ostrostupa prawidlowego trojkatnego. Wspolnie wyjasniaja
sposob ich rozwigzania.

. Uczniowie takze w grupach analizujg polecenia z zakladki Aplet zwigzane ze zmiang

pola powierzchni ostrostupa prawidtowego tréojkatnego, wyciggaja wnioski, ktory
z wymiar6éw ostrostupa ma istotny wplyw na jego pole powierzchni.
Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

1. Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcii.

2. Nauczyciel proponuje uczniom wyszukanie w Internecie lub opracowanie we wlasnym
zakresie roznych modeli siatek ostrostupa prawidtowego trojkatnego.

Materialy pomocnicze:

» Ostrostup i jego wlasnosci
» Objetosc¢ ostrostupa

Wskazowki metodyczne:
Aplet wraz z poleceniami moze zosta¢ wykorzystany, jako element pracy domowe;j.

Aplet moze pomoc uczniom w powtorzeniu materiatu przed sprawdzianem. Mozna go
rowniez wykorzysta¢ w lekcji ,,Pole powierzchni ostrostupa” lub w lekciji ,,Siatka ostrostupa”
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