Zaleznosci miedzy katami w kole

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Aplet

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: dostepny w internecie: pxfuel.com, domena publiczna.

Twierdzenie Talesa o kacie wpisanym

W naszej praktyce szkolnej, terminologia zwigzana z twierdzeniem Talesa jest stosowana
wylgcznie do badania zwigzkéw miarowych miedzy odcinkami utworzonymi na ramionach
kata przez proste rownolegte.

Sa jednak kraje, w ktorych postac Talesa przywolywana jest czescie;.

Zachowaly sie¢ przekazy o tym, ze juz Egipcjanie i Babilonczycy wiedzieli, ze kat wpisany
rozpiety na srednicy okregu jest prosty, jednak to Talesowi przypisuje si¢ pierwszy zapisany
dowod tego twierdzenia. Nie dziwi wiec fakt, ze w niektorych krajach nazwa ,twierdzenie
Talesa” jest uzywana takze w odniesieniu do tego szczegolnego przypadku zwigzku miedzy
katem srodkowym i wpisanym. Dowod tego twierdzenia, przypisywany Talesowi, znalez¢
mozna w zapisach lekcji: Kat wpisany w kole.



Twierdzenie Talesa o kacie wpisanym

Twoje cele

e Poznasz zalezno$¢ miedzy katem wpisanym i Srodkowym opartych na tym samym
tuku.

» Udowodnisz twierdzenie o kacie srodkowym i wpisanym.

» Zbadasz zaleznoSci miedzy katami wpisanymi opartymi na tym samym i na rownych
tukach.

o Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Miejsce geometryczne punktow, z ktérych dany odcinek wida¢
pod statym katem

Pojecie ,miejsca geometrycznego” oznacza zbior wszystkich punktow plaszczyzny lub
przestrzeni, ktore spetniaja z gory zadany warunek.

Katem, pod ktérym dany odcinek AB wida¢ z okreslonego punktu C nazywamy kat
wypukly, ktérego ramiona zawierajg odcinki C'A i CB. Jego miara wyznacza tzw. rozmiar

katowy danego obiektu.

Rozmiar katowy

Okazuje si¢, ze miejscem geometrycznym punktow, z ktorych dany odcinek widac¢ pod
statym katem jest tuk okregu, ktorego koncami sa konce obiektu i ktory przechodzi przez
punkt wyznaczony przez ,0ko obserwatora” (nalezy tutaj przywota¢ znany fakt, ze trzy
niewspotliniowe punkty wyznaczaja w sposob jednoznaczny okrag). Oczywiscie tuk okregu,
ktory jest symetryczny do danego wzgledem prostej AB, jest zbiorem punktéw o tej samej
wiasnosci.
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Problem 1

Zajmiemy sie teraz konstrukcja miejsca geometrycznego punktow, z ktérych dany odcinek AB
wida¢ pod zadanym katem a.

Konstrukcja miejsca geometrycznego

Opis konstrukcji:

Na prostej odmierzamy odcinek AB.

e Odktadamy kat o w taki sposéb, ze wierzchotkiem kata bedzie punkt A, a jedno ramie
kata zawiera dany odcinek - drugie ramie wyznacza prosta [.

o Kreslimy prostg prostopadta do [, przechodzaca przez punkt A - otrzymujemy prostka k.

o Kreslimy symetralng odcinka AB - punkt wspdlny tej symetralnej i prostej k wyznacza
punkt O.

e Z punktu O kreslimy tuk o koficach w punktach A i B.

Wykreslilismy tylko jedng z czesci szukanego zbioru. Pozostaje wyznaczy¢ teraz punkt
symetryczny do punktu O, wzgledem odcinka AB i nakresli¢ drugi - symetryczny tuk.



Dla dowodu poprawnosci konstrukcji poprowadzimy cieciwe wyznaczong przez punkt A
i przez symetralng odcinka, oraz oznaczymy przez S $rodek odcinka A B, jak na rysunku.

Dowéd poprawnosci konstrukcji
Zauwazmy, ze |[{OAB| = 90° — aoraz [{AOS| =90" — (90° — a) = a.

Kat AOS jest katem zewnetrznym w tréjkacie rownoramiennym AOC, zatem

a = |{AOS| =2 |LACO|.
Stad [£ACO| = 2.

Symetralna jest osig symetrii tréjkata AC'B, zatem | ACB| = a.

Pozostaje jeszcze udowodnic, ze te wlasno$¢ ma kazdy punkt lezacy na wykreslonym tuku.
Ale to juz jest przedmiotem ponizszego twierdzenia i wnioskow, jakie z tego twierdzenia

wynikaja.
Twierdzenie: Twierdzenie o kacie srodkowym i wpisanym
Kat wpisany jest rowny potowie kata srodkowego opartego na tym samym tuku.

Dowadd

Rozwazymy trzy rozne przypadki, w zaleznosSci od potozenia kata wpisanego wzgledem
srodka okregu, ktore wyczerpujg wszystkie wzajemne potozenia Srodka okregu i kata




wpisanego w tym okregu.
Przypadek 1.

Przypus¢my, ze Srednica okregu zawiera si¢ w jednym z ramion kata wpisanego, jak na
rysunku.

Kat srodkowy (i kat wpisany a s oparte na luku AC.

Zauwazmy, ze (3 jest katem zewnetrznym w trojkgcie rownoramiennym AOB, w ktorym
|£ABO| = |£BAO| = a.

Miara kata zewnetrznego w trojkacie jest rowna sumie miar dwoch katéw do niego
nieprzyleglych, czyli 8 = 2q, co nalezalo wykazac.

Przypadek 2.

Przypu$cmy, ze srodek okregu lezy wewnatrz kata wpisanego, jak na rysunku.



Kat srodkowy (i kat wpisany « sa oparte na tuku AC.
Poprowadzmy $rednice o koncu w punkcie B.

Dzieli ona katy: wpisany i srodkowy na katy odpowiednio: aj, a3 oraz 31, B, jak na
rysunku.

Zauwazmy, ze do katoéw: wpisanego i sSrodkowego, opartych na tuku C'D, mozemy
zastosowac¢ zalezno$¢ udowodniong juz w Przypadku 1. Wtedy 81 = 2a;.



Podobnie, do katow: wpisanego i srodkowego, opartych na tuku AD, mozemy
zastosowac¢ udowodniong juz zalezno$¢. Wtedy By = 2as.

Ale B = 1 + B2 = 2a1 + 2a9 = 2 - (a1 + a2) = 2a, co nalezato wykazac¢.
Przypadek 3.

Pozostaje rozwazy¢ sytuacje, gdy srodek okregu lezy na zewnatrz kata wpisanego, jak na
rysunku.

A

s

Kat srodkowy i kat wpisany a sg oparte na tuku AC.
Poprowadzmy Srednice o koncu w punkcie B.

Tworzy ona z ramieniem BC' kata wpisanego oraz z ramieniem OC kata srodkowego
odpowiednio katy: wpisany a; oraz srodkowy f1, jak na rysunku.



Zauwazmy, ze do katoéw: wpisanego i srodkowego, opartych na tuku C'D, mozemy
zastosowac¢ zalezno$¢ udowodniong juz w Przypadku 1. Wtedy 81 = 2a;.

Podobnie, do katow: wpisanego i rodkowego, opartych na tuku AD, mozemy
zastosowac zalezno$¢ udowodniona w Przypadku 1. Wtedy B+ 1 = 2 - (a + o).

Ale B=(B+B1)— P =2 (a+a;)— 2a; = 2a, co nalezalo wykazac.

Prostym wnioskiem z tego twierdzenia jest twierdzenie Talesa o kacie wpisanym.

Twierdzenie: Twierdzenie Talesa o kacie wpisanym

Kat wpisany rozpiety na Srednicy okregu jest prosty, jako kat dwa razy mniejszy od kata
polpeinego, czyli kata sSrodkowego rozpietego na tej Srednicy.

Pozostaje sformutowac¢ wniosek, ktory stanowi nie tylko uzupetnienie dowodu
poprawnosci wczesniejszej konstrukciji, ale jest waznym narzedziem w rozwigzywaniu
zadan z planimetrii.

Twierdzenie: Twierdzenie o katach wpisanych
Wszystkie katy wpisane oparte na tym samym tuku majg rowne miary.

Dowad

Zauwazmy, ze dany luk AB jednoznacznie wyznacza kat srodkowy. Z kolei istnieje wiele
katow wpisanych opartych na tym samym tuku, ale miara kazdego z tych katow jest dwa
razy mniejsza od miary kata srodkowego, tym samym te miary sg sobie réwne (patrz
rysunek).




Twierdzenie: Twierdzenie o katach wpisanych w okrag

Katy wpisane w dany okrag, oparte na dwoch tukach o rownej dtugosci, s sobie rowne.

Dowad

Popatrzmy na rysunek.

Katy oparte na rownych tukach

Rozwazmy tuki PQ i RS o réwnejdtugosci.



Wtedy katy srodkowe oparte na tych lukach majg taka samg miare - oznaczmy jg S.

Ale kazdy z katoéw wpisanych opartych odpowiednio na tukach PQ i RS jest potowa kata

srodkowego, czyli ma miare o = g, co nalezato wykazac.

Przyktad 1

Pokazemy zastosowanie twierdzenia o kacie wpisanym i Srodkowym w okregu.
Przyjmijmy, ze na okregu wyznaczono tuki AB i BC. Katy srodkowe oparte na tych
tukach majg odpowiednio miary 50° i 70°. Wyznaczymy miary katow trojkata ABC.

Popatrzmy na rysunek ilustrujgcy dane z zadania.

Dwa sposrod katow trojkata to katy oparte odpowiednio na tych samych tukach, co dane
katy srodkowe.

Zatem |[{ACB| = 4 -50° = 25° oraz [{BAC| = 4 - 70° = 35°.
Z bilansu katow trojkgta wynika, ze |[{ ABC| = 180" — 35" — 25" = 120°.

Oczywiscie, trzeci z katow trojkata mozna tez wyznaczyc¢, jako kat wpisany oparty na tym
tuku o koncach A4, C do ktérego nie nalezy punkt B - kat $rodkowy oparty na tym tuku

ma miare 360" — 70" — 50° = 240", a kat wpisany jest dwa razy mniejszy.

Stownik

rozmiar katowy



rozmiar katowy, inaczej odlegto$¢ katowa 6, pomiedzy dwoma obiektami, to kat, ktorego
ramionami s3 promienie ,wychodzace z oka obserwatora” i przechodzgce przez te
obiekty; miarg takiej odlegtosci sa stopnie i jego czeSci: minuty i sekundy



Aplet

Polecenie 1

Uruchom Aplet. Naci$nij przycisk: ,ZALEZNOSC MIEDZY KATAMI” i wybierz jeden z tukéw
okregu, klikajac wskaznikiem. Zmieniaj potozenie punktéw A, B lub C'i zapisz miary katow:
Srodkowego i wpisanego dla kilku réznych potozen punktu C. Wybierz nastepnie przycisk
,DOWOD” i przeanalizuj pojawiajace sie oznaczenia katéw.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DHHXUKI22
Polecenie 2

Weciénij przycisk ,ZALEZNOSC MIEDZY KATAMI”. Na podstawie obserwacji miar katéw
wpisanego i Srodkowego, opartych na tym samym tuku, sformutuj twierdzenie o zaleznosci
miedzy miarami kata Srodkowego i kata wpisanego.Poprosze o alt. do polecenia w tym polu.

Polecenie 3

Weciénij przycisk ,DOWOD”. Uzasadnij, dlaczego przy ustalonym oznaczeniu miary kata ACB,
jako a, mozna katowi O BC takze przypisa¢ miare a;, a katom COB i AOB odpowiednio
miary 180° — 2« oraz 2a.



https://zpe.gov.pl/a/DHHXUkl22

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Na okregu wyznaczono tuki AB i BC'. Katy $rodkowe oparte na tych tukach maja
odpowiednio miary 124° i 92°. Wyznacz miary katéw tréjkata ABC.

Cwiczenie 2 @)

Dany jest okrag o $srodku w punkcie O i cieciwa AB tego okregu. Na okregu wyznaczono taki
punkt C, ze 2 - |[{AOB| = |{ACB|. Wyznacz miare kata AOB.

Cwiczenie 3 @

Zaznacz poprawng odpowiedz. W okregu cieciwa tworzy z promieniem przechodzacym przez
koniec cieciwy kat o mierze 44°. Miara rozwartego kata wpisanego opartego na tuku
wyznaczonym przez konce tej cieciwy jest réwna:

O 134°
O 136°
O 268°

O 92°

Cwiczenie 4




Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Sgsiednie wierzchotki pieciokata foremnego wpisanego
w okrag sg koncami dwéch tukéw tego okregu. Na kazdym z nich rozpieto kat wpisany.
Réznica miar tych katow jest réwna:

O 144°

O 108°

O 28°

O 72

Cwiczenie 6

Wyznacz miejsce geometryczne punktéw, ktére sg Srodkami cieciw poprowadzonych
z ustalonego punktu na danym okregu.



Cwiczenie 7 @
Okrag o $rednicy BC przecina bok AB trojkata ABC' w punkcie D, jak na rysunku.

C

15

A 14 D B

Dtugosci bokdéw trojkata sa odpowiednio réwne: |AB| = 14, |AC| = 15, | BC| = 13. Oblicz

dtugos¢ odcinka AD.



Cwiczenie 8

Na niewspétliniowych odcinkach AB i BC, jako na $rednicach, wykres$lono dwa okregi.
Okregi te przecinaja sie w punkcie D # B (patrz rysunek).

Udowodnij, ze punkt D lezy na prostej AC.
Utdéz w kolejnosci etapy dowodu.

Dowaéd:

Zatem punkty A, D i C sg wspotliniowe, co nalezato wykazac.

Ponownie skorzystamy z twierdzenia Talesa o kacie wpisanym, by stwierdzi¢, ze tym
razem kat BDC jest katem prostym.

Miara kata ADC' jest zatem réowna:
|{ADC| = |{ADB| + |{BDC| =90" +90° = 180°.

Punkt D jest wierzchotkiem kata wpisanego opartego na $rednicy AB.

Z twierdzenia Talesa o kacie wpisanym wynika, ze kat AD B jest katem prostym.

Zauwazmy, ze kat ADC jest sumg katow ADB i BDC.

O

114

114

O

14

O



Analogicznie, punkt D jest wierzchotkiem kata wpisanego opartego na $rednicy BC. %



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zalezno$¢ miedzy katami w kole

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych;

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych;
12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje katy wpisane i srodkowe

e znai stosuje twierdzenie o kacie sSrodkowym i wpisanym opartych na tym samym tuku

o przeprowadza dowdd twierdzenia o kacie Srodkowym i wpisanym opartych na tym
samym tuku

e zna pojecie miejsca geometrycznego punktoéw i wyznacza zbiory punktow o zadanych
wiasno$ciach

e znai stosuje twierdzenie o rownosci katow wpisanych opartych na tym samym tuku

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, Zzeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczgce postaci Talesa i zagadnien z tg postacia
zwigzanych. Przywotuje twierdzenie o kacie wpisanym rozpi¢tym na Srednicy
i historyczne wzmianki o zastugach Talesa w tym zakresie.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie poje¢ katow wpisanych i sSrodkowych
w okregu i kole.

2. Nauczyciel formuluje problem zwigzany z miejscem geometrycznym punktow,

z ktorych dany odcinek wida¢ pod statym katem - moze skorzysta¢ z Infografiki
dotaczonej do lekciji: ,,Kat wpisany w koto”

3. Nauczyciel pomaga opisac zbior o zadanej wlasnosci i prosi wybranego ucznia
o przeprowadzenie konstrukcji. Omawiajgc poprawno$c¢ konstrukcji odwotuje sie do
koniecznosci uzasadnienia rownosci odpowiednich katow wpisanych i w ten sposob
przechodzi do twierdzenia o kacie srodkowymi wpisanym.

4. Nauczyciel zacheca do przejrzenia Apletu i wykonania dotagczonych tam polecen.

5. Nauczyciel sugeruje przeprowadzenie dowodu w trzech réznych wariantach i prosi
wybranego ucznia o dowod w przypadku, gdy ramie¢ kata wpisanego zawiera Srednice.
Nastepnie dyskutujg nad dowodem w pozostatych przypadkach. Nauczyciel moze
zaproponowac przeprowadzenie dowodu dla pozostatych przypadkéw w ramach pracy
domowej.



6. Nauczyciel prosi o podanie wnioskow z twierdzenia, dotyczacych w szczegolnosci
katow wpisanych opartych na tym samym i na réwnych tukach.

7. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zaje¢. Ewentualnie moze prosi¢ o dokonczenie dowodu
twierdzenia.

Materialy pomocnicze:
Kat srodkowy, kat wpisany
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna zastosowa¢ w ramach powtoérzenia przed sprawdzianem.


https://epodreczniki.pl/a/kat-srodkowy-kat-wpisany/DYqjbnhjH

