Wyznaczanie wzoru funkgji liniowej na podstawie je]
wtasnoscli

Wprowadzenie

Przeczytaj

Animacja
Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Wyznaczanie wzoru funkcji liniowej na podstawie jej

witasnosci
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Dzieki doswiadczalnemu wykryciu zaleznoSci
liniowej migdzy ciSnieniem gazow a ich
temperaturg, francuski fizyk Guillaume
Amontos wprowadzit w 1702 roku okreslenie
»zera bezwzglednego”. Zero bezwzgledne
skali gazowej pokrywa si¢ z zerem skali
bezwzglednej temperatury zaproponowane;j
w 1848 roku przez Williama Thomsona, lorda
Kelvina, ktory okreslit wartos¢ zera
bezwzglednego na okoto (—273,15°C). Na
cze$¢ Williama Thomsona jednostke skali
bezwzglednej temperatur nazwano Kelvinem.

Zalezno$¢ miedzy skalg temperatur wyrazong
w kelwinach a skala wyrazong w stopniach

Celsjusza jest tez zaleznoS$cig liniowg:
Tx = tc + 273. Jest to jeden z przyktadow . o . .

. o . Zrodto: Messrs. Dickinson, dostepny w internecie:
praktycznego zastosowania fl,ll’lkC]l 111’110W€]. www.commons.wikimedia.org, domena publiczna.
W tym materiale nauczysz si¢ wyznaczac

William Thomson, lord Kelvin

wzor funkcji liniowej znajac jej wlasnosci.



Twoje cele

o Podasz wzor funkcji liniowejna podstawie informacii o jej wlasno$ciach.
o Wykorzystasz wiasnosci funkcji liniowej do rozwigzywania zadan.
o Utrwalisz wiadomosci zwigzane z funkcjg liniow3.



Przeczytaj

Przypomnijmy, ze funkcje postaci y = ax + b, gdzie a i b sg danymi liczbami rzeczywistymi
nazywamy funkcja liniowa.

Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem kierunkowym, b - wyrazem wolnym.

Wiasnosci funkciji liniowe;j:

Funkcja y = ax + bjestrosnaca,a > 0

YA

a>0

~<
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y<0dlaz € (—o0, x9),y > 0dlaz € (z9, 00)

Majac dane dwa rozne punkty mozemy narysowac tylko jedna prostg przechodzgca przez
oba te punkty. Innymi stowy - dwa punkty jednoznacznie wyznaczaja prosta. Jesli wybrane
punkty majg dodatkowo rézne pierwsze wspolrzedne, mozemy wyznaczy¢ wzor funkcji
liniowej, ktora opisuje narysowang prosta.

Przyktad 1

Napisz wzor funkcji liniowej, do wykresu ktorej nalezg punkty: A = (1,5) oraz
B=(-3,2).

Rozwigzanie:

Jezeli punkt A = (z1, y1) nalezy do wykresu funkciji liniowejy = ax + b, to znaczy, ze
wspolrzedne tego punktu spetniajg rownanie y1 = az1 + b. Czyli

r1=1liy1=5= 5=a-1+b




Jezeli punkt B = (x4, y2) nalezy do wykresu funkcji liniowejy = ax + b to znaczy, ze
wspolrzedne tego punktu spetniajg rownanie: ys = axy + b.

yp=2=>2=aqa-(-3)+b

Rozwigzujemy uktad rownan.

5=a-1+b
{2:a-(—3)+b
5=a+b (1)
{2:—3a+b (2)

Odejmiemy stronami od pierwszego (1) rownania drugie (2).
5—2=(a+b)—(—3a+0b)

3=a+b+3a—>b

3=a+b+3a—>b

3 = 4a, stad

0=

Wyznaczamy teraz warto$¢ wyrazu wolnego b z pierwszego rownania.
5=a+bd

b=5—-a

p=5-i=B 31
Odpowiedz:

Szukana funkcja ma wzor y = %:fc + 177.
Przyktad 2

Napisz wzor funkcji liniowej, majac dane jej miejsce zerowe xg = 5i punkt A = (—1,—2)
, przez ktory przechodzi wykres tej funkciji.

Rozwigzanie (sposob I):

Miejsce zerowe funkciji to taki jej argument, dla ktorego przyjmuje ona wartos¢ zero, czyli

f(zo) = 0.

zo = b, wiecyo = f(5) =0,czyli0 =a-5+b.


javascript:void(0);

Jezeli punkt A = (x1,y;) nalezy do wykresu funkcji liniowejy = ax + b to znaczy, ze
wspolrzedne tego punktu spetniaja rownanie y; = ax; + b.

z1=—-liyy=-2= —2=a-(-1)+b=—-a+b
Otrzymujemy ukltad réwnan z dwiema niewiadomymi a i b.

0=5a+0b (1)
{—2:—a—|—b (2)

Tym razem wyznaczymy b z pierwszego réwnania (1) i podstawimy do drugiego (2).

Odpowiedz:
Wzor szukanej funkcji liniowejto y = %x — %

Mozemy tez rozwigzac to zadanie, wykorzystujac zalezno$¢ miedzy x
a wspotczynnikami a i b.

Rozwiazanie (sposab II):

Wyrazmy x(, miejsce zerowe funkcji liniowej, za pomoca wspotczynnikéw a i b.

0= axry + b
—b=a-xz
xTg = —%, przy zatlozeniu: a # 0.

Punkt przeciecia z osig X: A = (20,0) = A = (—%, 0).

Ty = H,wiec b = —%.

5a = —b



Punkt A = (—1, —2) nalezy do wykresu funkcji y = azx + b.
—2=qa(-1)—b=—-a+b

—2=—-a+b

Odpowiedz:

Wzor funkciji liniowejtoy = %:13 — %
Przyktad 3

Napisz wzor funkcii liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt P = (2,10) i jest
rownolegly do wykresu funkcji y = 3z + 1.

Rozwiazanie:

Jezeli proste y = ax + biy = cx + d saréwnolegle, toa = c.

Prosta y = ax + b jest rownolegla do prostejy = 3z + 1, wiec a = 3.
Roéwnanie naszej prostej przyjmuje postac: y = 3z + b.

Poniewaz wykres przechodzi przez punkt P = (2, 10), to znaczy, ze wspOtrzedne tego
punktu spetniaja rownanie y = 3z + b.

y=3x+b

10=3-2+b

10=6+05b

b=10—-6=4

Odpowiedz:

Wzor funkciji liniowej: y = 3z + 4.
Przyktad 4

Napisz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres tworzy z osia X kat o mierze 45° i przecina
0$ Y w punkcie o wspolrzednejyy = 2.



Rozwigzanie:

Wykresem funkcji liniowejy = ax + b jest prosta nachylona do dodatniej p6tosi osi X
pod takim katem o, ze tg a = a.

Stad a = tg45° = 1.

a=1
Punkt przecieciaz osia Y to: B = (0,y9) = B = (0,b).
(Yo =a-0-+0b,stad yo = b)

Poniewaz yy = 2,to b = 2.

Odpowiedz:
Wzor funkciji liniowej y = = + 2.
Przyktad 5

Znajdz wzor funkciji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt A = (—2,6) i ktéra
przyjmuje wartosci dodatnie w przedziale (—oo, 2), za$ ujemne w przedziale (2, +00).

Rozwiazanie:

Funkcja y = ax + b przyjmuje warto$ci dodatnie w przedziale (—o0, 2), za$ ujemne
w przedziale (2, +00), oznacza to, ze g = 2 jest miejscem zerowym tej funkcii.



javascript:void(0);

y>0dlaz € (—00,2)i y<0dlaz € (2,00).

Miejsce zerowe funkciji to taki jej argument, dla ktorego przyjmuje ona wartos¢ zero, czyli
taki z, dla ktorego y = 0. Z wykresu mozemy odczytac, ze miejscem zerowym rozwazanej
funkciji jest 2y = 2. Mozemy zatem wstaw¢ punkt (2, 0) do rownania funkcii:

O=a-2+b=2a-+0b.

Jezeli punkt A = (x1,y;) nalezy do wykresu funkcji liniowejy = ax + b to znaczy, ze
wspolrzedne tego punktu spetniajg rownanie: y; = ax; + b.

Ty =—-2iyy=6 = 6=a-(-2)+b=—-2a+b
Otrzymujemy uktad rownan z dwiema niewiadomymi a i b.

0=2a+5b (1)
{6:—2a—|—b (2)

Dodajemy stronami pierwsze rownanie do drugiego.
0+6=2a+b+(—2a+Db)

6=2a+b—2a-+b

Z pierwszego roOwnania wyznaczamy a.

0=2a-+b

Odpowiedz:
Wzor funkciji liniowej: y = —%:c + 3.
Przyktad 6

Znajdz wzor funkciji liniowejy = ax + b, ktérej wykres przechodzi przez punkt
P = (a,4) i ktora przyjmuje wartoéci dodatnie w przedziale (0, +00), za$ ujemne
w przedziale (—o0, 0).

Rozwigzanie:



Funkcja y = ax + b przyjmuje warto$ci dodatnie w przedziale (0, +00), za$ ujemne
w przedziale (—o0, 0), oznacza to, ze z = 0 jest miejscem zerowym tej funkcii i jest to
funkcja rosngca (a > 0).

v
4.
a >0
34
2..
1_
o T
A =8 =g =] 1 2 3 4 x
_1.

y<O0dlaz € (—00,0)i y>0dlaz € (0,00).
zg = 0,wiecyy = f(0) =0,czyli0 =a -0+ b,stad b = 0.

Punkt P = (a,4) nalezy do wykresu funkcji liniowejy = az + b, wiec otrzymujemy
4=a-a+0b

b = 0, stad otrzymujemy rownanie a? = 4. Rozwigzaniem rownania a? = 4 sg liczby: 2 i
—2.

Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie w przedziale (0, +00), za$ ujemne w przedziale
(—00, 0), funkcja jest rosngca czyli a > 0, stad a = 2.

a=2,b=0

Odpowiedz:

Wzor funkcji: y = 2z.

Stownik
funkcja liniowa

funkcja postaci y = ax + b, gdzie a i b s3 danymi liczbami rzeczywistymi



miejsce zerowe

argument, dla ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ zero



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca, jak wyznaczy¢ wzor funkcji liniowej na podstawie

danych wtasnosci funkcji. Nastepnie rozwigz zadania i poréwnaj z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DInTUF3gm

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej wyznaczania wzoru funkciji liniowejna
podstawie jej wlasnosci.

Polecenie 2

Napisz wzér funkcji liniowej y = ax + b, majac dany wspétczynnik a = 2 oraz punkt
A = (—2,1) nalezacy do wykresu tej funkcji.

Polecenie 3

Napisz wzér funkcji liniowej f, ktérej wykres przechodzi przez punkt A = (1, 3) i jest
rownolegty do wykresu funkcji g(z) = —3x + 3. Nastepnie:

a) podaj miejsca zerowe obu funkcji,

b) sporzadz wykresy obu funkcji,

c) oblicz pole figury ograniczonej wykresami obu funkcji i osiami uktadu wspétrzednych.


https://zpe.gov.pl/a/DJnTUF3gm

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wspobtczynnikiem kierunkowym funkcji liniowej jest a = —3. Do wykresu funkcji nalezy
punkt A = (— %, 7). Wskaz wzor tej funkcji.

O y=-3z-7
O y=-3z+5

1
O y=-3z+205

O y=-3z+9

Cwiczenie 2 ®

Dobierz wzér funkcji liniowej do punktéw przeciecia tej funkcji z osiami uktadu
wspotrzednych.

y=0,2z — 3 (15,0)i (0, 3)
y=—tz+3 (15,0)i (0, —3)
y=—bz—1 (£,0)i(0,—1)

y =5z —1 (-%,0)i(0,-1)



Cwiczenie 3

Wykres funkcji liniowej y = ax + b przecina o$ Y w punkcie (0, \/5) i tworzy z osig X kat

o mierze 30°. Wybierz zdania prawdziwe.

] Miejscem zerowym tej funkcji jest x = @

(] Wspétczynnik b = /3.

(] Funkcja ta jest opisana wzorem y=3x+ V3.

[ ] Funkcja ta przecina o$ X w punkcie (—3, 0).

Cwiczenie 4

Miejscem zerowym funkcji liniowej y = ax + b jest x = —%, a do jej wykresu nalezy punkt
A= (—%, —5). Przenie$ podane ponizej elementy w odpowiednie pola.

\10”—25”+35]




Cwiczenie 5

Funkcja liniowa przechodzaca przez punkt P = (—5, 2), ktorej wykres jest rownolegty do

prostej opisanej rownaniem y = —%:c — 1, jest opisana wzorem:

O y=-3z+5
O y=-gz—1

— 3 4
O y=—3¢—35

O y=3%z-1

Cwiczenie 6

Wykres funkcji liniowej y = ax + b przechodzi przez punkty A = (—3,7)i P = (—1,—3).
Na podstawie podanych informacji zaznacz zdania prawdziwe.

[ ] Woykres tej funkcji przecina 0 Y w punkcie (0, —8).
[ ] Miejscem zerowym tej funkcji jest z = —5.

(] Wspétczynnik kierunkowy a = 5.



Cwiczenie 7 @

Wybierz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt A = (3, —1) i ktéra
przyjmuje ujemne wartosci tylko dla z € (—o0, 6).

O y=6z—2
O y=6z+17
O y=3z—2

O y=zz+6

Cwiczenie 8 @

Wykres rosnacej funkgji liniowej f(x) = ax + b i osie uktadu wspétrzednych ograniczaja
trojkat o polu 3. Wiadomo tez, ze f(9) = 1%. Prawda jest, ze:

[ ] Wykres tej funkcji przecina 0 Y w punkcie (0, —9).
(] Funkcja ta wyraza sie wzorem y = 28—7:5' — %.
1

[ ] Miejscem zerowym funkcji f(z) jestz = —4 .

(] Funkcja ta wyraza sie wzorem y = 22—7:1: + %



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: matematyka

Temat: Wyznaczanie wzoru funkcji liniowej na podstawie jej wlasnosci.
Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony.
Podstawa programowa:

Zakres podstawowy:

V. Funkcje

Uczen:

2. Oblicza wartos$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym.

3. Odczytuje z wykresu funkcji: dziedzine, zbior warto$ci, miejsca zerowe, przedzialy
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wigksze) od danejliczby, najmniejsze i najwieksze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze
i najmniejsze sa przez funkcje przyjmowane.

4. Interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowe;j.

5. Wyznacza wzor funkciji liniowej na podstawie informaciji o jej wykresie lub o jej
wlasnosciach.

6. Wykorzystuje wlasnosci funkciji liniowej i kwadratowej do interpretacji zagadnien
geometrycznych, fizycznych itp., takze osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» Kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij.

» Kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

« Kompetencje cyfrowe.

« Kompetencje osobiste, spoteczne w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:

Uczen:



« ustala wzor funkciji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez dwa podane punkty,

e podaje wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem jest prosta rownolegta do danej proste;j,

 oblicza miejsca zerowe funkcji liniowe;j,

 sporzadza wykres funkcji liniowej,

 interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji liniowe;j,

e wyznacza argument dla danejwartos$ci funkcji liniowej oraz warto$¢ funkcji liniowej dla
podanego argumentu,

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzacejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

o Konstruktywizm.
o Konektywizm.

Metody i techniki nauczania

e Praca z tekstem.
e Burza mozgow.

Formy pracy:

e Pracaindywidualna.
e Pracaw grupach.
e Praca catego zespotu.

Srodki dydaktyczne

» Komputery z dostepem do internetu.
o Tablica interaktywna/rzutnik multimedialny.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca

» Uczniowie przypominaja definicje funkciji liniowe;j.
e Uczniowie metoda burzy moézgoéw podaja wiasnosci funkciji liniowe;.
» Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

» Nauczyciel dzieli uczniow na 3-osobowe grupy.

» Kazda z grup otrzymuje zadanie polegajace na analizie materialu zawartego w sekciji
PRZECZYTAJ.

» Uczniowie w grupach analizujg przyktady zawarte w sekcji PRZECZYTAI.



» Uczniowie ogladajg animacje i omawiajg ja wraz z nauczycielem, nastepnie
samodzielnie rozwigzuja polecenia umieszczone w sekcji Animacja.

» Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne 1-4.

» Nauczyciel kontroluje prace uczniow, udzielajac im wskazowek.

Faza podsumowujaca:

e Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych.
» Uczniowie okreslajg to, co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate, a nauczyciel udziela
wyjasnien.
« Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos¢ uczniow.
Praca domowa:
e Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 5 -8.

Materialy pomocnicze:

» Definicja funkcji liniowej

Wspotcezynnik kierunkowy funkcji liniowej

Funkcja liniowa rosnaca, funkcja liniowa malejaca
Zadania

Zadania generatorowe
Wskazowki metodyczne:

Animacje uczniowie mogg wykorzystac jako prace wtasng przed lekcjg. Umozliwi im to
wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.

Animacja moze by¢ przydatna na zajgciach poswieconych rozwigzywaniu uktadéw rownan.
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