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Zastosowanie funkcji trygonometrycznych

podwojonego kata do rozwigzywania nierownosci

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale pokazemy, jak wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu
mozna stosowac do rozwigzywania nierownosci trygonometrycznych. Bedziemy si¢
opierac takze na twierdzeniach opisujgcych rozwigzywanie nier6wnosci postaci: sinz > a,
cosx > a,tgx > a.

Prezentowane w tejjednostce nierownosci wykraczaja poza wymagania z podstawy
programowej, ale sa ciekawym rozszerzeniem tej tematyki.

Twoje cele

e Zastosujesz wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu do
rozwiazywania nieréwnosci trygonometrycznych.

e Przypomnisz sobie, jak rozwigzujemy nieréwnosci typu: sinz > a, cosx > a,
tgz > a.




Przeczytaj

W tym materiale zaprezentujemy, w jaki sposob mozna wykorzysta¢ wzory na funkcje
trygonometryczne podwojonego kata do rozwigzywania nierownosci trygonometrycznych.
Przedstawimy typowe nierownosci, ktore bedziemy starali si¢ sprowadzi¢ do postaci
prostych nierownosci trygonometrycznych np. typu sinz > a.

Przyktad 1

Rozwigzemy nier6wnos¢: sin 2x > 4 sinz.
Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata:
2sinz cosz > 4sinz.

Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strone¢ i wylaczamy przed nawias wspolny
czynnik:

2sinz(cosz — 2) > 0.

Poniewaz dla kazdejliczby € R zachodzi nier6wno$¢ cosx — 2 < 0, to nierownos¢
z zadania jest rownowazna nieréwnosci sin z < 0, a stad otrzymujemy:

x € (—m + 2km, 2km), gdzie k € Z.

Przyktad 2

Rozwigzemy nieré6wnosc¢: cos 2z + cos ¢ > 0.
Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata i przeksztalcamy nierownos¢ do
postaci:

2cos’x — 14 cosz > 0.

Wprowadzmy podstawienie: ¢ = cos .

Nierownos¢ ma wowczas postac nieréwnosci kwadratowe;j:
26 +t—1> 0.

Rozwigzujemy nierownos¢ kwadratowg ze zmienna ¢:
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A=1-4-(-1)-2=09.

t="52 =—1lubt = - = 1.
Rozwigzaniem nieréwnosci 2¢* + ¢ — 1 > 0 jest kazda liczba ze zbioru:
(—o0, —1) U (5, +00).

Wracamy do zmiennej x:

cosx < —1lubcoszxz > %

Pierwszejnierownosci nie spetnia zadna liczba rzeczywista, natomiast rozwigzaniem
drugiejnierownosci jest kazda liczba ze zbioru:

(—% + 2km, & + 2k7r), gdzie k € Z.
I jest to takze rozwigzanie nieréwnosci z zadania.

Przyktad 3

&

dp —sintz > — X2,

Rozwigzemy nierOwnosc: cos 5

Rozwigzanie

Skorzystamy ze wzoru na roznic¢ kwadratow:

m—sin2w) > —@.

(cos2 z + sin? a:) (cos2

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej:

cos’ z — sin® z > —@.

Zapisujemy nierownos¢ korzystajac ze wzoru na cosinus podwojonego kata:

V3

cos2r > — 5.

Rozwigzaniem nieréwnosci cost > — @ jest kazda liczba t ze zbioru:

<—% + 2k, % + 2k7r>, gdzie k € Z; zatem z € <_51,_,2r + km, % + k7r>, gdzie k € Z.
Przyktad 4
Rozwigzemy nierownosc: 2 tg 2z < 3 tg x.

Rozwigzanie

Zapiszmy zalozenia: cos 2z # 0, cosx # 0.
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Zatemz # 5 +kmiz # %Jr%,gdziekeZ.

Korzystamy ze wzoru na tangens podwojonego kata i zapisujemy nier6wnos$c¢ z zadania
w postaci:

2tgz
2. T te’s < 3tgx.

Przenosimy wszystkie wyrazenia na jedna strone:

dtgx
Sprowadzamy wyrazenia z lewej strony do wspolnego mianownika:

dtgr—3tgr (1—tgla
gr—3tg (2 g'z) <o,
1-tg°x -

tgz+-3tgiz
lftgﬁa: <0

Dlat € R\ {—1; 1} jest ona rownowazna nieréwnosci:
tgz(1+3tg?z)(1—tg2z) <0

Podstawiamy: ¢t =tg x.

Otrzymujemy nieré6wnos¢ wielomianowa:

t(1+3t%) (1 —t*) <0.

Pierwiastkami wielomianu W (t) = t(1 + 3t) (1 — ¢*) sa: 0, (1), 1.
Zauwazmy, ze dla kazdego t: 1 + 3t? > 0.

Szkicujemy wykres wielomianu W (t).

W (t)

Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci wielomianowe;:

—1<t<O0lubt > 1.
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Powracajgc do zmiennej z otrzymujemy: —1 < tgz < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
T < (—% + km, k7r>, gdzie k € Z.

tgz > 1 wtedyi tylko wtedy, gdy = € (& + km; & +kn), gdzie k € Z.

Rozwigzaniem nieréwnosci jest kazda liczba ze zbioru:
(—% + kmr, k) U (% + km; 5 + kn), gdzie k € Z.

Stownik
sinus podwojonego kata

tozsamos¢ trygonometryczna: sin 2z = 2 sin  cos  prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej x

cosinus podwojonego kata

2 2

tozsamoS$¢ trygonometryczna: cos 2z = cos” x — sin” z prawdziwa dla kazdejliczby

rzeczywistej x
tangens podwojonego kata

12_1% prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej

r# T+ gkiz# 5 +kmr gdziek € Z

tozsamoS$¢ trygonometryczna: tg 2x =




Gra edukacyjna

Polecenie 1
Zagraj w ponizsza gre. Nastepnie rozwigz nierdownos¢ z nastepnego polecenia.
Polecenie 2

2
. . . 7 s /. COS 2m
Rozwigz nierdownosc: ol a > 3tg .




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Rozwigzaniem nieréwnosci cos 2x > 1 — sin x jest zbior:
O (2km, T + 2km) U (3F + 2km, w + 2kn), gdzie k € Z
O (2km, & + 2kn) U (55 + 2km, m + 2kn), gdziek € Z
O (2km, £ + 2km) U (% + 2km, w + 2km), gdzie k € Z

O (2km, I + 2km) U (& + 2km, 7 + 2km), gdziek € Z

Cwiczenie 2

1_t%;2w >tg 2z jest zbior:

Rozwigzaniem nierownosci
O (—1 + &m —1+M) gdziek € Z
3 25976 2 )

O (-2 45,2 45 gdziekeZ

O (-F+%&,-Z2+ 1) gdziekeZ

O (—% + %,%),gdzieke Y/



Cwiczenie 3

Potacz w pary nieréwnosci, ktére maja to samo rozwigzanie.

sin2x > 2sinx cosx <0
sin2x < 2coszx sinz <0
sin2x < 5cos« sinz > 0
sin2x > —4sinz cosxz < 0

Cwiczenie 4

Wskaz wszystkie katy x, dla ktérych spetniona jest nieréwnos¢: sin x cos x cos 2x < %.

10

o o o 0o o o 0O O



Cwiczenie 5
Wstaw w puste pole taki przedziat, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

Rozwigzaniem nieréwnosci tg 2z+ tg £ > 0 w przedziale (—%, %)

(=50 [ (0.9 ][ ©

Cwiczenie 6

e

) ][ (=50 |

2

Wskaz rozwigzanie nieréwnosci: cos 2 > cos“ x — 1.

O (% +km, 32X + k), gdziek € Z

O (% +km, 3L + k), gdziek € Z

O (% +2km, 3L + 2kr), gdziek € Z

O (5 +km, 3L + kr), gdziek € Z
Cwiczenie 7
Rozwigz nieréwnos¢: sin x cos x cos 2x < %.
Cwiczenie 8

1-+sin 2z

. . ™
Smatcesz O SInx w przedziale (0, 5 )

Rozwigz nierobwnos¢



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie funkcji trygonometrycznych podwojonego kata do rozwigzywania
nierownosci

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria. Zakres rozszerzony.

Uczen:
6) rozwigzuje rownania i nierébwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wiekszym
niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory na sinus, cosinus i tangens podwojonego argumentu do rozwigzywania
nieréwnosci trygonometrycznych.
e rozwiazuje nierbwnosci typu: sinx > a,cosz > a,tgx > a.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 analiza materiatu zrodtowego (poréwnawcza);



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zajec: ,,Zastosowanie funkciji trygonometrycznych podwojonego
kata do rozwigzywania nierownosci” oraz wspolne z uczniami ustalenie kryteriow
sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z treScig w sekcji ,,Przeczytaj’ i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

3. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia nr 6, 7i 8. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie w parach graja w gre edukacyjna. Wyniki zapisuja na tablicy, wytaniajac
tych, ktorzy zdobyli najwiecej punktow.
2. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna wykorzystac¢ jako materiat stuzacy
powtorzeniu materialu w temacie ,Zastosowanie funkcji trygonometrycznych
podwojonego kata do rozwigzywania nierownosci”.



