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Historycy twierdzg, ze Luca Pacioli,
szesnastowieczny wioski wedrowny
nauczyciel i matematyk, odpowiedzialny jest
za to, ze teraz zglebiasz tajniki przeksztalcen
logarytmicznych. Bowiem Pacioli podobno
jako pierwszy zauwazyl zwigzek miedzy
wyrazami ciggu arytmetycznego

a geometrycznego. Jesli porébwnac wyrazy
ciggu arytmetycznego i geometrycznego (np.
takich ciggow, jak ponizejna rysunku), to
wyktadnik iloczynu dwoch wyrazow ciggu

geometrycznego odpowiada sumie stojgcych

nad nim wyrazow ciggu arytmetycznego. Jacopo de Barbari, Portret Luca Pacioli
Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
012 3 45 6 ... domena publiczna.
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Nieco pozniej, matematyk niemiecki Michael Stifel stwierdzil, ze odejmowanie wyrazow
w ciggu arytmetycznym odpowiada dzieleniu w ciggu geometrycznym, mnozenie



w pierwszym ciggu - potegowaniu w drugim, itp.

Te obserwacje, miedzy innymi, przyczynity sie do odkrycia wzoréw na logarytm iloczynu

i logarytm ilorazu. A przyktadami wykorzystania tych wzoréw bedziemy wlasnie zajmowac
sie w tym materiale. Pokazemy zastosowanie logarytmow w obliczeniach arytmetycznych
i algebraicznych (material nieco wykraczajacy poza podstawe programowa).

Twoje cele

Rozwiniesz umiejetno$¢ zamiany sumy (réznicy) logarytmow na logarytm
jednomianu.

» Przeksztalcisz wyrazenia arytmetyczne zawierajace logarytmy.

» Zapiszesz w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajac z poznanych
wzorow logarytmicznych.

» Dobierzesz odpowiednig strategie, rozwigzujgc nietypowe problemy matematyczne
zawierajgce logarytmy.




Przeczytaj

W tej czesci materiatu przeanalizujemy kilka zastosowan wzorow ulatwiajgcych obliczenia
logarytmiczne, a w szczeg6lnosci wzoru na logarytm iloczynu i wzoru na logarytm ilorazu.

Przypomnijmy zatem te twierdzenia.

Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczby z, y s3 liczbami dodatnimi, to:
log,(z - y) = log, = + log, y

Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczby z, y s3 liczbami dodatnimi, to:

loga % = 10ga T — loga )

Na poczatek - zastosowania logarytmow w obliczeniach rachunkowych. Dzi$ obliczen

z uzyciem logarytmu nie wykonuje si¢ juz tak czesto jak kiedys. Komputer pomnozy za nas,
podzieli, znajdzie pierwiastek z niemal dowolng dokladnoscia. Ale jeszcze 100 lat temu
wecale nie bylo tak tatwo podnie$¢ do potegi liczbe wielocyfrowg lub pomnozyc¢ kilka takich
liczb. Mozliwo$¢ zamiany mnozenia na dodawanie (lub dzielenia na odejmowanie) stanowita
znaczne ulatwienie pracy.

Przyktad 1

Obliczymy przyblizong warto$¢ liczby x = 5 \5/ 1,469. Wynik podamy z doktadnos$cig do
0,01.

Logarytmujemy obie strony wyrazenia (zauwazmy, ze x > 0).
log x = log (5 ; 1,469)

Korzystamy ze wzoru na logarytm iloczynu i logarytm potegi.
logx = log b + % -log 1,469

Odczytujemy z tablic logarytmicznych (lub korzystamy z kalkulatora czy komputera)
przyblizone wartosci odpowiednich logarytmow.

log 5 ~ 0,6990

log 1,469 ~ 0, 1670
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Podstawiamy uzyskane liczby do zapisanej rownosci.

log z ~ 0,6990 + % -0,1670 = 0,6990 + 0,0334 = 0, 7324

logx ~ 0,7324

Ponownie siegamy do tablic logarytmicznych - teraz szukamy przyblizonej wartosci x.
x ~ 5,40

Przyktad 2

Obliczymy warto$¢ wyrazenia W = \/3,2892 — 2,451% 7 doktadnoscig do 0, 001.

Liczbe podpierwiastkowa zapisujemy w postaci iloczynu, korzystajac ze wzoru
skroconego mnozenia.

W = /(3,289 — 2,451)(3,289 + 2,451) = /0,838 - 5,74

Logarytmujemy obie strony wyrazenia.

log W = log(\/O, 838 -5, 74)

Korzystamy ze wzoru na logarytm iloczynu i logarytm potegi.
logW = % - (log 0,838 + log 5, 74)

Odczytujemy z tablic logarytmicznych (lub korzystamy z kalkulatora czy komputera)
przyblizone wartosci odpowiednich logarytmow.

log 0,838 ~ —0,0768

log 5,74 ~ 0, 7589

Podstawiamy uzyskane liczby do zapisanej rownosci.

logW ~ 5 - (—0,0768 + 0,7589) = 0, 34105

logW =~ 0,34105

Ponownie siggamy do tablic logarytmicznych - teraz szukamy przyblizonej wartosci W.
W~ 2,1931 =~ 2,193

Przyktad 3

Dana jest liczba dodatnia z spelniajgca warunek: z > 11 600 = 2467,



Wykazemy, ze liczba z jest mniejsza od 2.

Podobnie, jak w poprzednich przyktadach logarytmujemy obie strony rozwazanej
rownosci.

log 600 = log 246 %1

Korzystamy ze wzoru na logarytm potegi.

log 600 = (327 ) - (log 246)

Mnozymy obie strony rownosci przez ¢ — 1.
(x — 1) - log 600 = log 246

Wykonujemy wskazane dziatania.

xlog 600 — log 600 = log 246

x log 600 = log 246 + log 600

Korzystamy ze wzoru na logarytm iloczynu.
x log 600 = log 147600

Odczytujemy z tablic logarytmicznych (lub korzystamy z kalkulatora czy komputera)
przyblizone wartosci odpowiednich logarytmow.

Poznane wzory wykorzystamy do rozwigzywania prostych rownan. Zastosujemy w tym
celu analize starozytnych - ztozymy, ze dane rOwnanie ma rozwigzanie i tym
rozwigzaniem jest liczba x. Nastepnie przeksztalcajac rownanie rownowaznie
znajdziemy liczbe x. Na koniec sprawdzimy, czy znaleziona liczba jest rozwigzaniem
rownania.

Przyktad 4
Rozwigzemy rownanie logs (33 — 2\/§> + log; (:1: + 2\/5) =0.

Zaktadamy, ze istnieje liczba z spelniajgca to rownanie.

Przeksztalcamy rownanie, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu i ze wzoru
skroconego mnozenia na roznice kwadratow.



logs (w - Nﬁ) (:13 + 2\/5) ~0
logs (2> —8) =0
7 definicji logarytmu wynika, ze % — 8 = 5°.

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.

r=—-3lubx =3

Sprawdzamy, czy liczba (—3) jest rozwigzaniem réwnania.

logs (—3 — 2v2) + logs (—3 +2v2) =0

Liczba (—3) nie spetnia rownania, bo —3 — 2v/2 < 0, zatem log; (—3 — 2\/§> nie
istnieje.
Sprawdzamy, czy liczba 3 jest rozwigzaniem réwnania.

logs (3 — 2v2) + logs (3 +2v2) =0

logs(9 — 8) =logs 1 =0

OdpowiedZ:

Rozwigzaniem rownania jest liczba 3.

Szukanie liczb spelniajgcych okreslone warunki w wyrazeniach zapisanych za pomocg
logarytmow, nie zawsze jest tatwe. W niektorych przypadkach moze prowadzi¢ do
rozwiazywania rownan kwadratowych, a nawet rownan wyzszych stopni.

Przyktad 5
Znajdziemy wszystkie liczby z spetniajace warunek log v — 1 — log z = log %

Rozwigzanie zadania w istocie prowadzi do rozwigzania rownania logarytmicznego.
Okreslimy najpierw dziedzine tego rownania.

z—1>0,2>0+vx—1>0,stad D = (1, o0).
Przeksztalcamy rownanie do najprostszej postaci, korzystajgc z poznanych wzorow.

log v — =log:r:—|—10g%




logvax — 1 =log %:c

Z roznowartosciowosci funkcji logarytmicznej wynika, ze liczby logarytmowane muszg
by¢ rowne.

Vz 1= 2¢

Obie strony uzyskanego rownania sa dodatnie, zatem mozemy podnies¢ je do kwadratu.
lz—1| = 2;45332

Poniewaz x > 1, otrzymujemy:

r—1= 5w

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe.

sex’—z+1=0]-25

4a® — 25z +25 =0

A =625 —400 =225 >0

x:%:%lubx:%sﬂz5

Obie uzyskane liczby sa wieksze od 1 - nalezg wiec do dziedziny rownania.

OdpowiedZ:

Szukane liczby to % ib.

Stownik
twierdzenie o logarytmie iloczynu
jezeli a jest liczba dodatnig, r6zna od 1, liczby z, y sg liczbami dodatnimi, to:

log,(z - y) = log, x + log, y

twierdzenie o logarytmie ilorazu

jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczby z, y sg liczbami dodatnimi, to:

log, 4 = log, x —log, y



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady, a nastepnie
poréwnaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D19Gze9gk

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego wykorzystania wzoru na logarytm
iloczynu i wzoru na logarytm ilorazu

Polecenie 2

Rozwigz rownanie zapisane w Przyktadzie 2 animacji, sprowadzajac najpierw to rownanie do
najprostszej postaci, a dopiero nastepnie logarytmujac. Przyjmij log 5 ~ 0,7.



https://zpe.gov.pl/a/D19Gze9qk

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jeslia = \6/0_,2 to:
O loga= —% -1log0,04
O loga= % -logh

O loga=—% -logh

O loga= ¢ -1log0,04

Cwiczenie 2
Réwnanie réwnowazne réwnaniu 302 = 10%, to:

_ 2-log30
— log30-1

log 30
log 30+1

_ 21og30
L = Tog30+1

o o O O
[

log 30
log 30—1




Cwiczenie 3

Potacz réwnanie z liczba spetniajaca to réwnanie.

loga:2:0 z =12
logs (z° +9) = 2 =1
log(z*> —1) =0 z=0
logs(z+1) =1 = %

Cwiczenie 4
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Warunek log, t? = 4 spetnia liczba t = 2.
Jeslilog(t* —6) = 0,tot = V6 lubt = —+/6.

Nie istnieje liczba rzeczywista t spetniajaca warunek
logs (5 + t2) = 2.

Jesli log (t2 — 143) = 0, to t jest liczbg catkowita.

O O |00
O O |00

Cwiczenie 5

Oszacuj wartos$¢ kazdej z liczb A, B, C, D, wpisujac w puste miejsca dwie kolejne liczby
catkowite.

A:10g8—|—10g3—10g4,‘ ’<A<‘ ’
B g | <5< r
C = log 400 — log 40 — log 20 ,| <C<]| |

D = log6” — 3 -log 3 + log 9000, <D< |




Cwiczenie 6
Uzupetnij zdania, przeciggajgc odpowiednie liczby.

Wartos¢ funkeji f(z) = 22 — 1 dla argumentu z = log, V2 — log, v/8 jest réwna

R ENENIIENE

Cwiczenie 7

Liczby a, b, ¢ s dodatnie. Zapisz podane wyrazenie w postaci logarytmu jednomianu.
W = log\‘o’/ﬁ — loga_%bc?’ +2-logevb — 1 + log 10c.

Cwiczenie 8

Wykaz, ze jesli 91 = 100toz = 1 + @.



Cwiczenie 9

Zaznacz prawidtowy wynik dla nastepujgcego dziatania:
logs 4 —log; 2 =

(O log;4
O log;6
() logs 8

() logs2

Cwiczenie 10

Zaznacz prawidtowy wynik dla nastepujacego dziatania:
log; 81 - log, 64 =

O 16
O 12
O 10

O 9



Cwiczenie 11

Zaznacz prawidtowy wynik dla nastepujgcego dziatania:
log, 3 + log, 3 =

(O logg9
O log, 6
O logg3

() logy9

Cwiczenie 12

Zaznacz prawidtowy wynik dla nastepujacego dziatania:
].Og4 2 — ].Og4 32 —-6- ].Og4 1=



Cwiczenie 13

Zaznacz prawidtowy wynik dla nastepujgcego dziatania:
log, 54 =

(] 4—|—10g3%
() 2+1logs6

(] 1+log;18

Cwiczenie 14

Wskaz réwnos¢ prawdziwa.

(O logg3 =2+ logg 12
(O logs 18 = 2+ logg 2
(O logg72 =2+ logg 3

(O logg 144 = 2 + logg 4



Cwiczenie 15

Uporzadkuj rosngco podane liczby.

log, % + log, %
].Og3 % — 2 . ].Og3 2
log, % + log, 96

2 -log; % + logs 4

Cwiczenie 16
Potacz w pary rowne liczby.

log 800 — 3 - log 2
log, 48 — log, 3

6-log,2 —2-log, 1

logs 2% — logs

114

114

O

214



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie wzoru na logarytm iloczynu i wzoru na logarytm ilorazu
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ w na logarytm iloczynu,
logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwija umiejetno$¢ zamiany sumy (roéznicy) logarytmow na logarytm jednomianu

o przeksztalca wyrazenia arytmetyczne zawierajgce logarytmy

 zapisuje w prostszej postaci wyrazenia algebraiczne, korzystajgc z poznanych wzorow
logarytmicznych

» dobiera odpowiednig strategie, rozwigzujgc nietypowe problemy matematyczne
zawierajace logarytmy

Strategie nauczania:
o konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:



e Ocenawazona
e technika kruszenia

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie technikg oceny wazonej przypominajg sobie w parach poznane twierdzenia,
wzory, pomocne w przeksztalcaniu wyrazen zawierajacych logarytmy. Ustalenia
zamieszczajg na hierarchicznym grafie, ktory powinien obrazowac¢ powigzania miedzy
wzorami. Np. wzor na logarytm ilorazu moze wynikac¢ ze wzoru na logarytm iloczynu,
wzOr na logarytm potegi naturalnej ze wzoru na logarytm potegi o wyktadniku
rzeczywistym, itp.

2. Wybrany uczen omawia efekty pracy swoje i osoby, z ktora pracowal, pozostali
uczniowie ewentualnie koryguja wypowiedz lub przedstawiajg inne pomysty.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach technika kruszenia, rozwazajac przyklady zapisane
w sekcji ,Przeczytaj’. Po przeczytaniu tresci przyktadu, ustalajg z czego mogg wynikac
problemy w rozwigzaniu danego zadania. Zastosowanie tej techniki pozwala na analize
danego problemu z innego punktu widzenia i ulatwia poszukiwanie alternatywnych
rozwigzan. Po omowieniu w ten sposob zadania, uczniowie w kazdym przypadku
ustalajg, co nalezy zrobi¢, aby wyeliminowac¢ trudnosci, ktore mogg sie pojawic, co
nalezy wiedziec i jakie wzory zastosowac.

2. Nastepnie poréwnuja swoje przypuszczenia z proponowanym rozwigzaniem.

3. Przyklady pokazane w sekcji Animacja rozwigzuja samodzielnie, sprawdzajac
odpowiedzi z zamieszczonymi w animaciji.

Faza podsumowujaca:

1. W ramach podsumowania zaje¢ uczniowie wspolnie wypracowujg algorytm
rozwigzania prostego rownania logarytmicznego (umiejetnosci rozwigzywania rownan



logarytmicznych nie ma zapisanejw podstawie programowej, ale umiejetnosc ta jest
pomocna np. przy omawianiu wiasnosci funkcji logarytmicznejlub przy
zastosowaniach tej funkciji).

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Dziatania na logarytmach - Przyklady

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ jako wstep do zaje¢ utrwalajgcych wiadomosci na temat
logarytmow.
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