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Zrédto: Carlos Aranda, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.
Czy wysokosci wyznaczaja trojkat?

Przez pytanie postawione w tytule nalezy rozumie¢ oczywiscie zagadnienie wykonalno$ci
konstrukciji trojkgta, w ktorym wysokosci byltyby rowne zadanym trzem odcinkom.

Powszechnie wiadomo, ze majgc trzy dane odcinki mozemy, w sposob jednoznaczny,
zbudowac trojkat, w ktorym te odcinki sg bokami. Taka konstrukcja jest wykonalna, o ile taki
trojkat istnieje tzn. o ile spetniona jest nieréownos¢ trojkata. Z konstrukcja trojkata, w ktorym

dane trzy odcinki sg wysokoSciami, jest wigekszy problem, ale miedzy innymi o tym
przeczytacie w tym materiale.

Twoje cele

» Usystematyzujesz wiadomosci o wysokosciach w trojkacie.
» Skonstruujesz trojkat o danych wysokosciach.

e Zbadasz zaleznoSci miedzy bokami i wysoko$ciami w tréjkacie.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych




Przeczytaj

Definicja: Wysokos¢ tréjkata

Niech A bedzie wierzchotkiem trojkata ABC'. Najkroétszy z odcinkéw taczacych
wierzchotek A tréjkata z prostg BC zawierajaca przeciwlegly bok nazywamy wysokos$cig
trojkata poprowadzona z tego wierzchotka.
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Wysokos¢ tréjkata

Definicja: Spodek wysokosci

Niech D bedzie punktem wspolnym wysoko$ci poprowadzonej z wierzchotka A i proste;j
BC'. Wowczas punkt D bedziemy nazywa¢ spodkiem wysoko$ci poprowadzonej
z wierzchotka A.
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| Spodek wysokosci tréjkata

Bezposrednio z definicji i wlasnosci prostej prostopadiej wynika ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: O wysokosci trojkata
Wysokos¢ trojkata jest prostopadta do prostej zawierajgcej spodek tej wysokosci.

Dla danego trojkata mozemy wyznaczy¢ trzy jego wysokosci, poprowadzone z kazdego
z jego wierzchotkow, jak na rysunku.

A

Wysokosci trojkata ostrokatnego

Kazdy ze spodow wysokosci poprowadzonych w trojkacie ostrokatnym, jak na powyzszym
rysunku, lezy na przeciwleglym boku trojkata. Inaczejjest w przypadku trojkata
rozwartokgtnego.



Wysokosci trojkata rozwartokatnego

Zauwazmy, ze dwa sposrod spodkow wysokosci - te, ktére poprowadzono z wierzchotkow
katow ostrych w trojkacie ABC, lezg poza bokami trojkata, a tylko spodek wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka kata rozwartego lezy na przeciwlegtym boku trojkata.

Pozostaje nadmieni¢, ze w przypadku trojkata prostokatnego wysokosci poprowadzone
z wierzchotkow katow ostrych pokrywaja sie z przyprostokatnymi tego trojkata, aich
spodki wysokosci pokrywajg sie z wierzchotkiem kata prostego w tym trojkacie.

Zamiast mowic¢ o wysoko$ci poprowadzonej z wierzchotka A niekiedy mowi sie
o wysokos$ci poprowadzonejna bok BC' lub na podstawe BC' tréjkata (w konsekwencji na
podstawe AC lub AB).

Wzér Herona dla wysokosci trojkata

Pole trojkata o bokach diugosci a, b, ¢ mozemy wyrazi¢ poprzez wzor Herona:

P = atb+tc . atb—c | btc—a . atc=b
o 2 2 2 2

Jesli teraz przez hg, hy, h, 0znaczymy odpowiednio wysokoSci tego trojkata, to wowczas

mozemy zapisac:
_ 2P p _ 2P  _ 2P
a=4-b=5-,c= 4.

Podstawiajac te wielkosci do wzoru zapisanego wczesniej dostajemy:
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co oznacza, ze pole trojkata o danych wysokosciach jest wyznaczone jednoznacznie.

Przyktad 1

Rozwazmy teraz tréjkat ABC, w ktorym wysokos$ci maja odpowiednio dlugosci: 12, 15, 20
. Pominiemy na razie zagadnienie istnienia takiego trojkata, o czym bedzie mowa ponize;j,
a zajmiemy si¢ wyznaczeniem dlugosci bokow tego trojkata.

Mozemy skorzystac ze wzoru Herona w wersji z wysoko$ciami:

FoV(E AR E B (E RS =

__ 2P __ 300 __ __ 300 __ _ 300 __
Zatema—h—a—W—25,b—1—5—20,6—w—15.

Nietrudno zauwazyc¢, ze jest to trojkat Pitagorejski.

Istnienie trojkata o danych wysokosciach

W Przyktadzie 1. wyznaczyliSmy boki trojkata o danych wysokosSciach. Nietrudno sprawdzic,
ze istotnie trojkat, ktorego boki majg dtugosci a = 15, b = 20, ¢ = 25, ma wysokosci
odpowiednio réwne h, = 20, hy = 15, h, = 12.

Rozwazmy teraz trzy odcinki o dlugosci 5, 10, 12. Rozstrzygniemy, czy istnieje trojkat,
ktorego wysokosci bylyby rowne odpowiednim dlugosciom danych odcinkow?

Przypu$¢my, ze pole danego trojkata jest rowne P, a jego boki maja dtugosci a, b, ¢, gdzie
a<b<e

Oczywiscie warunek trojkata mozna zapisa¢ sumujac dlugosci dwoch dowolnych bokow
i poréwnujac z dtugoscig trzeciego boku, ale pamietamy, ze wystarczy poréwnac sume
dwoch z dtugoscig boku najdtuzszego - przy zatozeniu a < b < c bedziemy bada¢
zalezno$¢ a + b > c. Ale warunek trojkata a + b > ¢ mozna zapisa¢ w postaci

2P | 2P _ 2P | 1 1
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Fatwo zauwazyc¢, ze wysoko$¢ poprowadzona na najdtuzszy z bokow jest najkrotsza. Dlatego
otrzymang nierownosc¢ trojkata dla wysokosci rownych odpowiednio 5, 10, 12 zapiszemy
w postaci 11—2 + % > %
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Po doprowadzeniu do wspolnego mianownika otrzymujemy, ze &5 + w5 > 55, ale ta

nierownosc jest sprzeczna. Oznacza to, ze taki trojkat nie istnieje.

Pozostaje zauwazy¢, ze swoistym kryterium istnienia trojkata, w ktorym wysokosci miatyby
okreslone dtugosci jest zbadanie wyrazenia, ktore jest pod pierwiastkiem we wzorze

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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gdyby nierownos¢ trojkgta miata nie by¢ spetniona, to dany iloczyn bedzie miat wartos¢
ujemna. Ale ze wzgledu na ztozonosc¢ obliczeniowg, kryterium to wydaje sie by¢ mato

efektywne.
Przyktad 2

Rozwazmy teraz trojkat ABC, w ktérym dwie wysoko$ci majg odpowiednio dtugosci:
hq, = 12, hy, = 15. Rozstrzygniemy, jakg dlugo$¢ moze osiagnac trzecia z wysokosci tego
trojkata - oznaczmy jg przez h..

Przypus¢my, ze h. < 12. Wtedy nieréwnos$¢ trojkata dla wysokosci przyjmuje postac
1 1 1
1o + i > T

Stad < > h%, czyli he > 6%.
Przypu$¢my teraz, ze h, > 12.
Wtedy nieréwno$¢ trojkata dla wysokosci przyjmuje postac hi + % > %

Stad 3 > L czyli he < 60,

Otrzymujemy wiec, ze 6% < h. < 60.

Konstrukcja trojkata o danych wysokosciach
Przypu$¢my, ze mamy dane trzy odcinki o dlugos$ciach hg, hy, h. takie, ze hy < hy < he.

Naszym zadaniem jest opis konstrukciji trojkata, ktorego wysokosci sg rowne danym
odcinkom. Z wczesniejszych rozwazan wynika, ze warunkiem istnienia takiego trojkata jest
spelnienie warunku ,%b + h% > h%

Niech a, b, c oznaczajg dtugosci odpowiednich bokéw trojkata. Wtedy mamy
w szczegolnosci, ze %a -h, = %b - Py,

a _ conie & — D e _ My
Stad ¢ = 7. Analogicznie > = = oraz § = 7.

Opis konstrukgcji:



1. Wezmy dowolny niezerowy odcinek o dtugosci x.
2. Konstruujemy odcinek a’ taki, ze % = -, jak na rysunku.

Konstrukcja boku tréjkata o danych wysokosciach

. . . R R A ¢
3. Analogicznie konstruujemy odcinki b, ¢’ takie, ze 7 = 4 oraz - = -

4. Konstruujemy tréjkat o bokach dtugosci a’, b’, ¢’. Poniewaz a’ = z—z, b = i—z oraz
2 2 2

2 : g by, @ e h : e h .
c’ — ﬁ_c’ WIQC % — E — h—z’ % — E — h—z oraz % = g = h_lc) Oznacza tO, ze
hy he hy

trojkat o bokach dtugosci a’, b’, ¢’ jest podobny do szukanego trojkata.

5. Pozostaje na polprostej zawierajacej jedna z wysokosci trojkata a’, b’, ¢’ odlozy¢
odpowiednig wysokos¢ szukanego trojkgta. Bez zmniejszenia ogolnosci mozne to by¢
wysoko$¢ poprowadzona na bok a’ - wowczas na potprostej odktadamy odcinek h,

w taki sposob, ze jeden z jej koncow pokrywa sie z wierzchotkiem trojkata a’, b’, ¢’ -
bedzie to wierzchotek A szukanego trojkata. Przez drugi koniec tej wysokos$ci
prowadzimy prosta rownolegly do a’, az do przeciecia z przedtuzeniami bokéw b’ i ¢’,
a otrzymane punkty przeciecia sa wierzchotkami B, C' szukanego trojkata.

Konstrukcja trojkata o danych wysoko$ciach



Stownik

wzor Herona

wzOr pozwalajacy obliczy¢ pole trojkata znajac dlugosci jego trzech bokow
trojkat Pitagorejski

trojkatem Pitagorejskim nazywamy trojkat prostokatny, w ktorym dtugosci bokow sa

liczbami naturalnymi



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Ustal potozenie wierzchotkéw tréjkata tak, aby trojkat byt ostrokatny,
prostokatny lub rozwartokatny. Zastanéw sie, gdzie lezg spodki wysokosci tréjkata. Wybierz
polecenie ,wysokosci” i sprawdz swoje przypuszczenia. Nastepnie okres| potozenie punktu
wspolnego wysokosci danego tréjkata w zaleznosci od miar katéw wewnetrznych trojkata.
Woybierz polecenie ,ortocentrum” i sprawdz swoje przypuszczenia.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7L1IFpi
Polecenie 2

Znajdz takie potozenie wierzchotkéw tréojkata, dla ktérych wysokosci majg dtugosci
odpowiednio réwne hy = hy = 2, he = 5.

Polecenie 3

Znajdz mozliwie najdoktadniejsze oszacowanie dtugosci, jakg moze osiggac trzecia wysokos¢
trojkata, jezeli dwie pozostate s odpowiednio réwne: hy = 2, h. = 5.
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Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W trojkacie prostokatnym, w ktorym h, > hy > h. mamy dane: h;, = 5, h, = 12. Wyznacz
dtugosc wysokosci h, tego trojkata.

Cwiczenie 2 @)

W trojkacie prostokatnym, wysokos¢ poprowadzona na przeciwprostokatng ma dtugosé 2,
a jedna z pozostatych wysokosci ma dtugosc¢ 3. Oblicz dtugosc¢ trzeciej wysokosci tego

trojkata.

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. W tréjkacie o wysokosciach h,, hy, h, mamy dane h, = 8,
h, = 15. Wtedy dtugosc trzeciej wysokosci tego tréjkata nie moze by¢ rowna:

O 16

O 10

O 19

O 13




Cwiczenie 4

1

Zaznacz poprawng odpowiedz. W tréjkacie o wysokosciach hg, hy, he mamy dane h, = 3,

hy, = % h. = %. Pole tego tréjkata jest réwne:

O V135
O
O Vi
O um
Cwiczenie 5
Cwiczenie 6

W trojkacie ostrokatnym o bokach dtugosci a, b, ¢ i wysokosciach odpowiednio h,, hy, h.
mamy dane h, = 3, hy = 4, ¢ = 6. Oblicz pole tego tréjkata.

Cwiczenie 7 @

Przeprowadz konstrukcje tréjkata majac dane: podstawe AB = ¢, wysoko$¢ CP = h.ikat o,
jaki srodkowa C'QQ tworzy z bokiem AC.



Cwiczenie 8 @
Ocen prawdziwosé zdan. Przeciggnij do tabeli "PRAWDA" lub "FAESZ".

Jesli w tréjkacie dwie sposréd jego wysokosci sa réwne, to trojkat ten jest rownoramienny.,
Jesli w tréjkacie jeden z bokéw jest Srednig arytmetyczng dwdch pozostatych jego bokéw, to
jedna z wysokosci tego tréjkata jest srednig arytmetyczng dwéch pozostatych jego wysokosci.,
Jesli w tréjkacie o wysokosciach hy, hy, h, spetniony jest warunek h, < hy < h,, to

h, + hy > h.., PRAWDA, PRAWDA, FALSZ

Stwierdzenie Wartosc logiczna

Jesli w tréjkacie dwie

sposrod jego wysokosci s

rowne, to tréjkat ten jest
rownoramienny.

Jesli w tréjkacie jeden
z bokéw jest Sredniag
arytmetyczng dwéch
pozostatych jego bokow,
to jedna z wysokosci tego
tréjkata jest srednig
arytmetyczng dwoch
pozostatych jego
wysokosci.

Jesli w tréjkacie
o wysokosciach h,, hy, h
spetniony jest warunek
ha < hb < hc’ to
h, + hy > h,.




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: WysokoS$ci w trojkacie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, sSrodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich witasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e znai stosuje podstawowe konstrukcje geometryczne

e znai stosuje pojecie wysokosci trojkata

e znai stosuje nierownosc¢ trojkata

» konstruuje i sprawdza istnienie trojkata, dla ktérego dane trzy odcinki sg wysokosciami
o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm
o dyskusja



e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych
Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje t¢ mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie zagadnienia trojkata o danych trzech bokach
i nierownosci trojkata, jako warunku koniecznego wykonalnosci takiej konstrukcii.
Nastepnie prosi o przypomnienie wzoru Herona.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia wysokosci w trojkacie. Pokazuje rozne
mozliwosci zdefiniowania tego pojecia i proponuje zapisanie jednej definiciji.
Uczniowie wyznaczajg spodki wysokosci w roznych trojkatach i ustalajg kryteria ich
potozenia w zaleznosci od rodzaju trojkata. Nastepnie poleca uruchomi¢ dotgczony
Aplet Geogebry i wykona¢ zamieszczone w nim polecenia.

2. Nauczyciel zapisuje wzor Herona i prosi o wyprowadzenie jego odpowiednika dla
wysokosci trojkata. Nastepnie uczniowie stosujag wyprowadzony wzor do rozwigzania
problemu opisanego w Przykladzie 1.

3. Nauczyciel prosi o zapisanie nierownosci trojkata, a nastepnie o wyprowadzenie jego
odpowiednika dla wysokosci trojkata. Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela
rozwiazuja w parach postawiony problem istnienia trojkata, a nastepnie omawiajg
wspolnie efekty pracy i rozwigzujg zagadnienie opisane w Przykladzie 2.

4. Nauczyciel prezentuje zagadnienie konstrukcji trojkgta o danych wysokosciach.
Weczesniejnauczyciel dobiera odpowiednio dtugosci odcinkow tak, by konstrukcja byta
mozliwa. Wybrani uczniowie wykonuja konstrukcje na tablicy lub przy uzyciu aplikacji
komputerowe;.

5. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Zacheca uczniow do rozwigzania zadania 6. metoda
wykorzystania wzoru Herona dla wysokoSci.

Materialy pomocnicze:
Wysokos¢ trojkata
Wskazowki metodyczne:

Aplet mozna wykorzysta¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna go rowniez
wykorzystac przy realizacji tematu o ortocentrum trojkata.
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