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Zadania optymalizacyjne z kontekstem realistycznym,

ktore mozna rozwiazac korzystajac z wtasnosci funkcji
kwadratowej

Budujgc plaster miodu pszczotly uzywajg szesciokatnych ,klockow” W 1999 dr Thomas
Hales wykazal, Ze jest to metoda optymalna, tj. ze majgc do dyspozyciji okreslang ilos¢
budulca, uformowanie sze$ciennych komorek w plastrze miodu zapewnia maksymalng ich
pojemnos¢. W tym materiale zajmiemy si¢ tego typu problemami, ktére mozna rozwigzac

z wykorzystaniem wiasnosci funkcji kwadratowe;.

Twoje cele

o Wyznaczysz wspolrzedne wierzchotka funkcji kwadratowe;.
» Na podstawie wilasnosci funkcji kwadratoweji jej wykresu rozwigzesz zadania
optymalizacyjne z kontekstem praktycznym.



https://pixabay.com/pl/users/analogicus-8164369/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=4126065
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=4126065

Przeczytaj

Ponizej przesledzimy sposob rozwigzania kilku zadan optymalizacyjnych. Schemat
postepowania jest zawsze taki sam - korzystajgc z danych zadania uzalezniamy jedng
niewiadomg od drugiej a nastepnie rozwazamy funkcje jednej zmiennej. W tym materiale
rozwazamy tylko zadania, ktore mozna rozwigzac korzystajgc z wlasnosci funkciji
kwadratowe;.

Przyktad 1

Hodowca koni zamierza zbudowac ogrodzenie ograniczajgce dwa jednakowe
prostokatne boksy (patrz rysunek). Wiasciciel koni zakupit materialy pozwalajace
zbudowac ogrodzenie o tacznej dtugosci 60 m i chce, aby powierzchnia boksow byta
mozliwie najwieksza. Wyznaczymy wymiary kazdego boksu.

Rozwigzanie:

Oznaczmy:




Zapiszmy rownanie wynikajace z dlugosci ogrodzenia boksow 4x 4 3y = 60.
Wyznaczymy jedng zmienng y = 20 — %:c. Pole dwoch prostokgtow wynosi

P(z) = 22(20 — 5x)

Dtugosci bokéw musza by¢ liczbami dodatnimi, wiec dziedzing funkcji P jest zbior
D = (0,15)

Naszkicujemy wykres tej funkciji. Jest to funkcja kwadratowa, wspotczynnik przy
najwyzszej potedze jest ujemny, wiec ramiona paraboli skierowane sa w dot.

YA

Pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli z,, jest Srednig arytmetyczng miejsc
zerowych, zatem x,, = % = 7,5 cm. Zauwazmy, ze nalezy do dziedziny funkciji, zatem

funkcja przyjmuje najwieksza warto$¢ w wierzchotku paraboli. Wyznaczymy
y=20—32=20—%-7,5=10 cm.

OdpowiedZ:
Wymiary kazdego boksu wynosza 7,5 cm x 10 cm.
Przyktad 2

Drewniang listwe o dlugosci 0, 8 m i szeroko$ci 4 cm naleZy pocia¢ na takie cztery
czesci, aby po ich sklejeniu (zobacz rysunek) otrzymac¢ rame, w ktérg mozna oprawic
obraz. Wyznaczymy maksymalne pole powierzchni obrazu, ktéry moze by¢ oprawiony
w tak zbudowang rame.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy:

A
\J

Znajac dtugos¢ listwy mozemy zapisa¢ rownanie 2z + 2y = 80 cm. Wyznaczmy jedna
zmienng y = 40 — x. Pole obrazu

P=(z—-4)(y—4)
Podstawiajac za y = 40 — z otrzymujemy funkcje wyrazajacq pole obrazu

P(z) = (x —4)(36 — x)



Biorac pod uwage, ze dtugosci bokow muszg by¢ liczbami dodatnimi, wyznaczamy
dziedzing¢ funkcji P.

D = (4, 36)
Naszkicujemy wykres funkcji, wspotczynnik przy najwyzszej potedze jest ujemny, wiec

ramiona paraboli skierowane sg w dot.

v

Pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli z,,, jest $Srednig arytmetyczna miejsc
zerowych, zatem x,, = % = 20 cm. Zauwazmy, ze nalezy do dziedziny funkcji, zatem
funkcja przyjmuje najwieksza warto$¢ w wierzchotku paraboli. Wyznaczymy

y =40 — z = 40 — 20 = 20 cm. Maksymalne pole powierzchni obrazu wynosi
P(20) = (20 — 4)(36 — 20) = 256 cm?.
Przyktad 3

7 kawatka blachy w ksztatcie trapezu rownoramiennego o polu 3 m? i podstawach
dtugosci 80 cm i 220 cm nalezy wycia¢ prostokat o maksymalnym polu (zobacz rysunek).
Wyznaczymy wymiary wycietego prostokata.



Rozwigzanie:

Oznaczmy:

Z polecenia wiemy, ze |AB| = 2,2 m oraz |CD| = 0,8 m. Ze wzoru na pole trapezu
wyznaczymy jego wysokoSc.

_ (at+b)-h
p= luhh
Podstawiamy 3 = 2 stad h = 2 m. W zwiazku z tym, ze |CD| = |FG| oraz trapez jest
réwnoramienny to |AF| = |GB| = 0,7 m. Przyjmujac, ze | EH| = x mamy |AE | = 2’22_3”.
Trojkat SAE oraz DAF sa podobne, cecha bkb. Zapisujemy
h |AF|
y — |AE]

Wyznaczajgc y otrzymujemy
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h-|AE| _ 22—2
[AF] — 0,7

Nastepnie wyznaczamy pole prostokata jako funkcje zmiennejx. Skoro P = zy, to
P(z) = 2 2(2,2 — z)

Biorac pod uwage, ze dlugosci bokow muszg by¢ dodatnie okreslamy, ze dziedzing jest
zbior D = (0; 2, 2)

Pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli, ktorej wykres pokrywa sie z wykresem

funkcji P, jest srednig arytmetyczng miejsc zerowych, zatem x, = O+22’2 =1,1m.
Zauwazmy, ze nalezy do dziedziny funkcji, zatem funkcja przyjmuje najwigkszg wartos¢
w wierzchotku paraboli. Wyznaczymy y = 2’57;9” = 171 m.

Odpowiedz:
Wymiary wycietego prostokatato 1,1 m X % m.
Przyktad 4

Obwad okna przedstawionego na rysunku wynosi 14 m. Wyznaczymy miary odcinkow x
i y (patrz rysunek), aby przez okno wpadato jak najwi¢cej swiatla.

Rozwigzanie:

Zapiszmy rownanie wynikajace z obwodu okna 2z 4 3y = 14. Wyznaczymy jedng ze
zmiennych np. z otrzymujemy x = 7 — %y Przez okno bedzie wpadac jak najwiece;j



Swiatto gdy jego pole powierzchni bedzie maksymalne. Okno sktada si¢ z dwoch figur:
z prostokata oraz z trojkgta rownobocznego.

P=ay+ 5

Podstawiajac za = otrzymujemy
V3

P(y) = (7— 3y)y+ 3~

Przeksztalcajgc funkcje, otrzymujemy funkcje zmiennej y wyrazajgcej pole powierzchni
okna

Ply) =Ty+ (£ - %)y’

Biorac pod uwage, ze dlugosci bokow muszg by¢ dodatnie, okreslamy, ze dziedzing jest
zbior D = (O, 174)

Wyznaczymy wierzchotek paraboli ze wzoru — % Otrzymujemy

Mnozymy utamki i upraszczamy

S g By
v= = - g
4 4
Nast 7 — i — 35 _ V3
epnie wyznaczymy ¢ = Y= 11 T
Odpowiedz:
Miary z = ﬁ — % morazy — 14*/3 + % m.
Stownik

funkcja kwadratowa
funkcja okreslona wzorem:

f(z) = ax® + bx +c

gdzie wspotczynniki a, b, ¢ sg ustalonymi liczbami przy czym a # 0
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trojkaty podobne

dwa trojkaty ktorych odpowiednie katy sa rowne, a odpowiednie boki proporcjonalne;
trojkaty sa podobne gdy zachodzi ktorykolwiek z ponizszych rownowaznych warunkow:

1. cecha bbb (bok-bok-bok) - stosunki dtugosci odpowiednich par bokéw sg rowne,

2. cecha bkb (bok-kat-bok) - stosunku dtugosci dwoch par bokoéw sg rowne i miary
katow miedzy tymi bokami sg rowne,

3. cecha kkk (kat-kat-kat) - zachowane sg miary odpowiednich katow

trojkat rownoboczny

trojkat, ktorego wszystkie boki maja te sama dlugosc



Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizszym filmem edukacyjnym, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DG4A68Din

Film nawigzujacy do tresci dotyczacejzadan optymalizacyjnych.

Polecenie 2

Stosunek szerokosci do dtugosci prostopadtosciennej skrzyni wynosi 3 : 2. Suma dtugosci
metalowych wzmocnien wzdtuz wszystkich krawedzi skrzynki jest rowna 6, 08 m. Wysokos¢
skrzynki o mozliwie najwiekszym polu powierzchni catkowitej (wraz z wiekiem) wynosi:

O 0,5m

(O 0,51 m

() 0,52m

) 0,54m

Polecenie 3

Jaka wysokos¢ powinien miec graniastostup prawidtowy czworokatny o sumie dtugosci
krawedzi réwnej 32 m, aby dodatkowe wzmocnienie, poprowadzone wzdtuz przekatnej tego
graniastostupa, miato mozliwie najmniejszg dtugosc?



https://zpe.gov.pl/a/DG4A68Din




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Chcesz ogrodzi¢ dziatke w ksztatcie prostokata
majac do dyspozycji 50 m siatki. Funkcja opisujaca pole dziatki to:

f(z) = —2® + 25z
f(z) = (50 — 2z)
f(z) = —22® + 50z

f(z) = —z* + 50z

O o o 0O d

f(@) = 2(25 )

) fe) = 2(50 - )

Cwiczenie 2 ¢

Majac 60 m siatki ogrodzeniowej nalezy wykonac¢ ogrodzenie na wybieg dla kréw w ksztatcie
prostokata. Wybieg jednym bokiem ma przylega¢ do budynku gospodarczego. Wyznacz

wymiary tego wybiegu.



Cwiczenie 3

Zamierzasz ogrodzi¢ prostokatny ogrodek o jak najwiekszej powierzchni majac 42 m siatki
ogrodzeniowej. Na jednym z bokéw trzeba zostawié nieogrodzone 2 m na furtke. Wskaz
prawidtowy rysunek opisujacy rozwigzanie.
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Cwiczenie 4

Nalezy zbudowac ogrodzenie ograniczajace cztery jednakowe boksy w jednym rzedzie (por.
rysunek). Posiadasz materiaty pozwalajace zbudowac ogrodzenie o tacznej dtugosci 80 cm
i chcesz by powierzchnia bokséw byta jak najwieksza.

Wymiary tych bokséw wynosza:

() 4cm x 12 cm

() 4cm x 9 cm

() 5cm x 10 cm

() 5cm x 8 cm

Cwiczenie 5

Drut o dtugosci 56 cm nalezy podzieli¢ na dwie czesci. Z jednej zrobi¢ kwadratowga ramke,
a z drugiej ramke prostokatna, ktérej jeden bok jest trzy razy dtuzszy od drugiego. Jak nalezy
podzieli¢ drut, aby suma pdl otrzymanego kwadratu i prostokata byta najmniejsza?

Obwéd kwadratu wynosi ‘ ’cm.

Obwéd prostokata wynosi ‘ ’cm.




Cwiczenie 6

Z prostokatnego arkusza blachy o bokach 52 cm i 44 cm wycinamy na rogach kwadraty, tak
aby po sklejeniu otrzymac otwarte pudetko. Jaka powinna by¢ dtugos¢ bokéw wycinanych
kwadratow, aby pole powierzchni bocznej pudetka byto najwieksze?

Cwiczenie 7 @

Z kawatka blachy w ksztatcie tréjkata rownoramiennego o bokach 16 ¢cm, 10 cm, 10 cm
nalezy wycig¢ prostokat o maksymalnym polu (zobacz rysunek). Wyznacz wymiary wycietego
prostokata.




Cwiczenie 8 @

Zaznacz wszystkie prawidtowe odpowiedzi. Wysokos$¢ akwarium jest rowna 40 cm, a jego
podstawg jest prostokat o obwodzie 180 cm. Najwieksza mozliwa objetosé tego
prostopadtoscianu to:

324000 cm?®
81000 cm?
64000 cm?
0,144 m?
0,64 m?
0,324 m®
0,81 m?

144000 cm?®

o o o o o o 0o 0o ¢

0,081 m?



Dla nauczyciela

Autor: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania optymalizacyjne z kontekstem realistycznym, ktore mozna rozwigzaé
korzystajac z wlasnosci funkcji kwadratowe;j

Grupa docelowa:
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres podstawowy. Uczen rozwigzuje zadania
optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie opisa¢ funkcijg kwadratowa.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje opis matematyczny danej sytuacji w postaci funkcji

» wyznacza dziedzine otrzymanej funkcji

 obliczy wartos¢ najmniejszg badz najwiekszg otrzymanej funkcji
e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow

Strategie nauczania:
« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:



praca indywidualna

praca w parach

praca w grupach

praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputeryz glo$nikami, z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen
miat do dyspozycji komputer

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

o arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Wybrany przez nauczyciela uczen przypomina wtasnosci funkcji kwadratoweji jej
wykresu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wraz z nauczycielem analizujg i omawiajg rozwigzane przyktady z sekcji blok
tekstowy.

2. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekcji ,Film edukacyjny”. Po zapoznaniu si¢ uczniow
z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego zrozumieniem. Uczniowie
w grupach rozwiazuja polecenia nr 2 oraz nr 3 w sekcji , Film edukacyjny”. Wybrana
grupa prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel, w razie potrzeby, uzupetnia
informacje.

3. Nastepnie uczniowie wykonujg w grupach zadania z ¢wiczen interaktywnych.

4. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupetnia
informacje.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem zadan.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie dobierajg sie¢ w pary i tworzg dla drugiej osoby zadania analogiczne do zadan 5, 6
i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



o Wspolrzedne wierzchotka paraboli
Wskazowki metodyczne:

»Film edukacyjny” mozna wykorzystac jako wstep do zaje¢, utrwalajgc w ten sposob schemat
rozwiazania zadan optymalizacyjnych.


https://epodreczniki.pl/a/wspolrzedne-wierzcholka-paraboli/DAocS9b83

