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O konstrukcjach klasycznych inaczej

Nie bedzie naduzyciem stwierdzenie, ze geometria starozytna, to geometria cyrkla i linijki.
Do dzisiaj stosujemy metody kreslenia symetralnych, dwusiecznych czy stycznych do
okregu, ktore byty zaproponowane blisko trzy tysigce lat temu. Ale tak, jak matematycy
probowali ograniczyc¢ liczbe aksjomatoéw zaproponowanych przez Euklidesa, tak samo
probowali rozstrzygnac, czy mozliwe jest wyznaczanie okreslonych obiektow
geometrycznych, o zadanych wtasnosciach, dysponujgc ograniczonym do minimum
zestawem narzedzi. Okazalo si¢, o czym mowi twierdzenie Ponceleta-Steinera, ze jesli
dana konstrukcja jest wykonalna za pomoca cyrkla i linijki, to jest ona wykonalna za pomocg
samej linijki, o ile dany jest na ptaszczyznie pewien okrag wraz ze Srodkiem. Co wiecej, jesli
przez konstrukcje bedziemy rozumieli tylko wyznaczanie punktow konstrukci,

a pominiemy rysowanie linii, to kazda konstrukcja wykonalna za pomoca cyrkla i linijki, jest
wykonalna takze za pomoca samego cyrkla (twierdzenie Mohra-Mascheroniego). Te

w pewien sposob wyjatkowe konstrukcje zilustrujemy kreslgc styczne do okregu przez
punkt lezacy poza okregiem. Ponizej opisane sg kolejne etapy konstrukciji i narysowany jest
odpowiedni model.

e Z danego punktu kreslimy dwie sieczne wyznaczajace na okregu cieciwy o roznej
dtugosci.



o Otrzymane punkty wyznaczajg czworokat, w ktorym prowadzimy przekatne oraz
przedtuzamy, az do przeciecia, boki czworokata.

» Przez punkt przeciecia przekatnych i punkt przecigcia prostych zawierajgcych boki
(rézne od siecznych) prowadzimy prostg - punkty wspolne tej prosteji danego okregu
sg punktami stycznosci dla szukanych stycznych.

» Prowadzimy szukane styczne.

Twoje cele

» Bedziesz bada¢ wzajemne potozenie prostych i okregow.

o Skonstruujesz styczne do okregu i wspolne styczne do dwoch danych okregow.

» Poznasz zaleznosci, ktore pozwolg wyznaczy¢ liczbe wspolnych stycznych do dwoch
danych okregow, w zaleznosci od wzajemnego potozenia tych okregow.

» Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Styczna do okregu

Przypomnijmy, Ze styczna i promien okregu poprowadzony do punktu stycznosci sg
wzajemnie prostopadte. Fakt ten bedzie podstawg konstrukcji przeprowadzanych w trakcie
tej lekcii.

Przyktad 1
Styczna przechodzaca przez punkt na okregu

Rozwazmy okrag o srodku O i promieniu r; i punkt P lezacy na tym okregu. Naszym
zadaniem bedzie wykreslenie stycznejdo danego okregu, dla ktorej punkt P bedzie
punktem stycznoSci.

Rozwigzanie

Prowadzimy promien O; P. Naszym zadaniem jest wykreslenie prostej prostopadtejdo
tego promienia przechodzacej przez P. W tym celu prowadzimy prosta O; P. Z punktu P
zakre$lamy okrag o promieniu rownym O P i na przecigciu z prostg otrzymujemy punkt
S # P. Pozostaje skonstruowac¢ symetralng odcinka O1.S. Z punktow O i S kreslimy tuki
o jednakowym promieniu, az do ich przecigcia po obu stronach prostej O; P. Przez
punkty przeciecia sie lukow prowadzimy symetralna odcinka O, .5, ktora jest szukana
styczna.
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Styczna przez punkt na okregu
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Uwaga!

Powyzsza, doskonale znana konstrukcja symetralnej odcinka nie bedzie kazdorazowo
opisywana przy rozwigzywaniu kolejnych zadan - bedziemy wowczas mowili krotko, ze
prowadzimy symetralng. Podobnie z prosta rownolegla - gdyby naszym zadaniem byto
wykreslenie rownoleglej do naszej styczneji przechodzacej przez punkt S , to
moglibySmy powtorzy¢ konstrukcje symetralnej dla odcinka lezacego na prostej O1 P,
ktorego punkt S bylby $rodkiem. Tym samym czesto bedziemy moéwi¢ o poprowadzeniu
rownoleglej, bez formalnego opisu tej czesci konstrukciji.

Przyktad 2
Styczna przechodzaca przez punkt poza okregiem

Teraz naszym zadaniem bedzie wykres$lenie stycznejdo danego okregu, przechodzacej
przez punkt P lezacy poza okregiem. Rozwazmy okrag o $rodku O i promieniu rq

i punkt P lezacy na zewnatrz okregu. Rozwigzanie Prowadzimy odcinek O; P

i wyznaczamy jego $rodek - S. Z punktu S kreslimy okrag o promieniu rownym O; S

i otrzymujemy punkty A i B. Przez punkty A i P oraz Bi P prowadzimy proste, ktore sg
szukanymi stycznymi.

Styczna przez punkt poza okregiem

Zauwazmy, ze poprawno$c konstrukcji wynika z faktu, ze trojkat wpisany w okrag

i rozpiety na Srednicy jest trojkatem prostokgtnym.

Styczna do dwéch danych okregow



Zanim zajmiemy sie konstrukcja stycznych do dwoch danych okregow, zastanowmy sie nad
nastepujacymi kwestiami:

o Czy zawsze jest mozliwe poprowadzenie stycznych do dwoch danych okregow?
e Czy liczba stycznych do dwoch danych okregdw zalezy od wzajemnego ich potozenia?

Przyjrzyjmy sie ponizszym rysunkom.

Przypadek 1

Okrag lezy wewnatrz drugiego

Zauwazmy, ze w sytuacji, gdy jeden okrag lezy wewnatrz drugiego okregu, to kazda styczna
do okregu wewnetrznego musi by¢ sieczng okregu lezgcego na zewnatrz. Dlatego w takiej
sytuacji nie istnieje prosta, ktora bytaby styczna do obu okregow jednoczes$nie.

Przypadek 2



Okregi styczne wewnetrznie

Zauwazmy, ze w sytuaciji, gdy okregi sg styczne wewnetrznie, to jedynie prosta
przechodzaca przez punkt stycznosci obu okregéw moze byc¢ styczna do obu okregow
jednoczesnie. Bezposrednio z wlasnosci stycznejwynika, ze jest ona prostopadia do proste;j
taczacej srodki obu okregow.

Przypadek 3




Jesli okregi przecinajg sie w dwoch roznych punktach, to istniejg dwie proste, ktore bylyby
styczne do obu okregow jednoczes$nie. Pozostaje zauwazyc, ze sg one symetryczne
wzgledem prostejtaczacej srodki obu okregow.

Przypadek 4

Zauwazmy, ze w sytuacji, gdy okregi sg styczne zewnetrznie, to zarowno prosta
przechodzaca przez punkt stycznosci obu okregéw moze by¢ styczna do obu okregow
jednoczesnie, jak rowniez dwie proste poprowadzone analogicznie, jak w przypadku
okregow przecinajacych sie w dwoch réznych punktach. Istniejg zatem trzy rozne proste,
ktore s3 jednoczes$nie styczne do obu okregéw, przy czym jedna z nich jest prostopadta do
prostej laczacej srodki obu okregdw, a dwie pozostale sa symetryczne wzgledem prostej
taczacej srodki obu okregow.

Przypadek 5



Zauwazmy, ze w sytuacji, gdy okregi s3 wzajemnie zewnetrzne, to istniejg cztery rozne
styczne, parami symetryczne wzgledem prostej taczacej sSrodki obu tych okregow. Dwie

z tych stycznych, te ktorych punkt przeciecia lezy na odcinku 1gczacym Srodki obu
okregow, nosza nazwe stycznych wewnetrznych, a dwie pozostate to styczne zewnetrzne.

Konstrukcja stycznych do danych, wzajemnie stycznych, okregoéw, poprowadzonych
w punkcie ich stycznosci, sprowadza si¢ do wykreslenia odcinkoéw prostopadiych
przechodzacych przez dany punkt. Dlatego pominiemy ich opis i zaproponujemy ich
samodzielne wykonanie w ramach ¢wiczen.

Przyktad 3
Styczna zewnetrzna do dwoch okregow

My w tym miejscu zajmiemy si¢ konstrukcja stycznych zewnetrznych do okregow, gdy
okregi nie majg punktow wspolnych i s3 wzajemnie zewnetrzne, a ich promienie sg
rozne.




Opis konstrukcii:

e Przez punkty O1, O, prowadzimy prosta.

o Ze $rodka O; kreslimy okrag pomocniczy o promieniu ry — ry, gdzie ry > rs.

» Wyznaczamy $rodek odcinka O; 0, - oznaczamy go przez S.

e Zpunktu S kreslimy drugi okrag pomocniczy o promieniu réwnym potowie
odlegtosci |O10;| - oznaczamy przez A i B punkty wspodlne obu dorysowanych
pomocniczych okregow.

e Przez punkty odpowiednio A i O, oraz Bi O, kreslimy proste - otrzymujemy
styczne do okregu o promieniu r; — 75.

e Prowadzimy odpowiednio proste O; A oraz OB, ktore przecinajg okrag
o promieniu r; odpowiednio w punktach Pi Q.

» Kreslimy proste rownolegte odpowiednio do prostych AO, i BO, oraz
przechodzace przez punkty odpowiednio P, Q.

Dla dowodu poprawnosci konstrukeiji nalezy zauwazy¢, ze trojkat O; AOs jest wpisany
w okrag, dla ktérego odcinek O; 0 jest srednica - oznacza to, ze kat O1 AO; jest prosty.
Prosta rownolegla do AO, jest prostopadta do promienia O, P - stad punkt P jest
punktem stycznosci. Pozostaje teraz skorzystac z faktu, ze odleglos¢ proste;j
poprowadzonej przez punkt P, od $rodka O, jest réwna 79, cO 0zZnacza, ze jest ona
styczna do tego okregu.

Stownik

konstrukcje klasyczne



konstrukcje klasyczne lub platonskie, to wyznaczanie pewnych obiektow (figur)
geometrycznych na plaszczyznie przy uzyciu cyrkla i liniatu, czyli linijki bez podziatki



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet i przeanalizuj konstrukcje wspélnych stycznych do dwdéch danych okregéw.

Polecenie 2

Dane s3 okregi o promieniach r; = 2, ry = 4, ktérych odlegtos¢ srodkow jest réwna 9.
Wykresl styczne wewnetrzne do tych okregéw.

Polecenie 3

Dane s3 okregi o promieniach r; = 2, ry = 4, ktérych odlegtos¢ srodkéw jest réwna 9.
Wyznacz odlegtos¢ punktu przeciecia sie stycznych wewnetrznych do tych okregéw od
punktu O,.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Skonstruuj styczne zewnetrzne do dwdch okregdw o réwnych promieniach, gdy okregi nie
maja punktow wspdlnych i s3 wzajemnie zewnetrzne.

Cwiczenie 2 @

Skonstruuj styczne zewnetrzne do dwéch okregdw o promieniach 7y = 7, ry = 2, ktérych
srodki sg odlegte 0 13.

Cwiczenie 3 @

Dane sg dwa okregi o promieniach odpowiednio 7y = 7, 7y = 2, ktérych srodki sg odlegte o
13. Wyznacz dtugosci odcinka stycznej zewnetrznej do tych okregéw, ktérego koricami sg
punkty stycznosci.

Cwiczenie 4 @

Dana jest prosta [ i punkty: P potozony na tej prostej oraz punkt () lezacy poza ta prosta.
Przeprowadz konstrukcje okregu stycznego do prostej [ w punkcie P i przechodzacego przez
punkt Q.




Cwiczenie 5
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Okrag jest styczny do prostej I w punkcie P i przechodzi

przez punkt . Cieciwa tego okregu przechodzaca przez punkt @ lezy w odlegtosci 9 od
prostej [ i ma dtugosé 30. Promien tego okregu jest rowny

O 19
O 15.
O 21

O 17,

Cwiczenie 6
Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wspdlne styczne wewnetrzne do dwdch wzajemnie
zewnetrznych okregdéw przecinaja sie pod katem prostym. Promienie okregdéw sg rowne

odpowiednio r1 = 4\/5, Ty = 3\/5. Odlegtosc¢ srodkéw obu okregdw jest réwna

O 28.
O 14V2.
O 2.

O 14,



Cwiczenie 7

Zbadaj liczbe wspolnych stycznych do dwoch danych okregéw, majac dane: odlegtosc |01 05|
ich srodkéw i ich promienie r; i r9. Dopasuj, tagczac w pary.

trzy styczne |0102| = 10,7y = 4,79 = 14
dwie styczne |0105| = 12,71 =7,75 =5
jedna styczna 0105 = 4,7 =10,79 = 2
brak stycznych 0105] =8, 711 =3, 1,=14
cztery styczne |0102| =10, 7y = 6,75 =7

Cwiczenie 8

Dana jest prosta [ i punkty: P potozony na tej prostej oraz () lezacy poza tg prosta.
Przeprowad?z konstrukcje dwéch okregéw, w ktérych réznica promieni wynosi 2, takich, ze:
oba okregi sg styczne wewnetrznie w punkcie P, oba s3g styczne do prostej [ oraz mniejszy
z okregéw przechodzi przez punkt Q. Ut6z w kolejnosci opis konstrukcji.

Z punktu S kreslimy okrag o promieniu PS . =
Kreslimy prosta m, ktora jest symetralng odcinka PQ). =
Z punktu P dowolng rozwartoscia cyrkla kreslimy okrag - punkty wspélne z prostg I
oznaczamy odpowiednio Ai B. M
Z punktu O kreslimy okrag o promieniu 2 - punkt wspdlny z prostg k, lezacy po N
drugiej stronie punktu O, w stosunku do P, oznaczamy przez S. M
Kreslimy okrag o $srodku O i promieniu OP. =
Kresdlimy prosta k, ktéra jest symetralng odcinka AB. =
Punkt wspdlny prostych ki m oznaczamy jako O - jest to $rodek mniejszego a

z szukanych okregéw.






Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Styczna do okregu

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

1) wyznacza promienie i Srednice okregow, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych

12) przeprowadza dowody geometryczne
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wzajemne potozenie prosteji dwoch okregow

« stosuje kryteria pozwalajace okresli¢ liczbe wspolnych stycznych do dwoch danych
okregow

o przeprowadza podstawowe konstrukcje geometryczne, w tym styczne do okregu
i styczne do dwoch okregow

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie i metody nauczania:

» konstruktywizm
o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje pytanie dotyczgce konstrukciji platonskich - czym one s3, z jakimi
narzedziami sg zwigzane i prosi o podanie przyktadow konstrukeji, z ktorymi
uczniowie spotykali si¢ wczesniej.

2. 2.Podaje przygotowany wczesniej opis (rzut ekranu) konstrukcji przeprowadzonej tylko
sama linijka lub cyrklem.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi uczniow o podanie twierdzenia o wzajemnym potozeniu promienia
1 styczne;.

2. Nauczyciel prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory przeprowadzi konstrukcje stycznej przez
punkt na okregu (ew. wskazuje ucznia i wspolnie wykonujg konstrukeje). Po wykonaniu
konstrukcji omawiajg jej poprawnosc.

3. Nastepnie nauczyciel prosi uczniow o przeanalizowanie sytuaciji, gdy mamy
poprowadzi¢ styczng przez punkt lezacy na zewnatrz okregu - tak prowadzi dyskusje,
by wskazac, na istnienie okregu, ktorego srednica jest odciek tgczacy punkti srodek
okregu.

4. Zadaniem uczniow jest zaproponowanie opisu konstrukeji, ktorg potem na tablicy
przeprowadzi jeden z nich.

5. Uczniowie uruchamiajg aplet GeoGebry i wykonujg zawarte w nim polecenia.

6. Nauczyciel formutuje pytanie dotyczace istnienia stycznych do dwoch danych
okregow, w kontekscie ich wzajemnego potozeniaiich promieni. Uczniowie pod
kierunkiem nauczyciela analizujg rozne przypadki.

7. Nauczyciel prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory przeprowadzi konstrukcje wspolnej
stycznej zewnetrznej do dwoch danych okregow wzajemnie zewnetrznych (ew.
wskazuje ucznia i wspolnie wykonuja konstrukcje). Po wykonaniu konstrukeji omawiajg
jej poprawnosc.



8. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Styczna do okregu
Wskazowki metodyczne:

Material mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem lub wykorzystac
do ¢wiczen zwigzanych z doskonaleniem umiejetnosci rozwigzywania zadan
konstrukcyjnych.
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