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Rozwigzywanie rownan zapisanych w postaci iloczynu

rownan liniowych
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Zrédto: Chuck Yong, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Czesto zdarza sig, ze skomplikowane rOwnanie wyzszego stopnia daje si¢ sprowadzic¢
do iloczynu réwnan liniowych. Jest to bardzo wygodna postac¢, poniewaz aby iloczyn

kilku wyrazen rownat si¢ zero wystarczy, aby jeden z tych czynnikow rownat sie zero.

W tym materiale przypomnimy, utrwalimy i rozwiniemy umiejetnosci dotyczace
rozwigzywania rownan zapisanych w postaci iloczynu rownan liniowych oraz

sprowadzania rownan wyzszych stopni do postaci iloczynowe;.

Twoje cele

e Rozwigzesz rOwnania zapisane w postaci iloczynu rownan liniowych.
e Wybierzesz rOwnania, ktore maja okreslong liczbe rozwigzan.
e Okreslisz krotnos¢ pierwiastka rownania.

e Sprowadzisz rownania wyzszych stopni do postaci iloczynu rownan

liniowych i podasz ich rozwigzania (jezeli istniejq).






Przeczytaj

Poszukiwanie miejsc zerowych funkcji W sprowadza si¢ najczesciej do rozwigzania

roOwnania

W(zx) = 0.
Najprostszym przypadkiem sg takie rownania, w ktoérych wielomian W (z) jest stopnia
pierwszego - otrzymujemy wowczas rownanie liniowe. Jezeli W (x) jest wielomianem
stopnia drugiego, otrzymujemy rownanie kwadratowe. Natomiast jesli wielomian jest
wyzszego stopnia, niz dwa, otrzymujemy rOwnanie, ktorego rozwigzanie nie zawsze

jest tatwe.

PrzesSledzimy metody rozwigzywania niektorych rownan, w ktorych wystepuje
wielomian stopnia wyzszego niz dwa. Dla dowolnych wielomianow stopnia pigtego

lub wyzszego uniwersalne metody rozwigzywania nie istniejg.

Zobaczmy, jak sobie poradzi¢ w pewnych szczegolnych przypadkach, gdy mozemy

przedstawi¢ roOwnanie stopnia wyzszego jako iloczyn rownan liniowych.

Przyktad 1

Znajdziemy rozwigzanie rownania z(z + 5)(z — 1) = 0.
Rozwigzanie

Lewa strona rownania jest iloczynem trzech czynnikow. Jezeli iloczyn ten rowna

sie zero, to co najmniej jeden z czynnikow jest rowny zero.
Otrzymujemy:

z=0lubxz+5=0lubx—1=0.

Stad wynika, ze rOwnanie ma trzy rozwigzania:




z=0lubx=—5lubx =1.

Przyktad 2

Znajdziemy rozwigzania rownania 4z3 + 1222 + 9z = 0.
Rozwigzanie

Zacznijmy od wylgczenia x przed nawias.

:13(4:1:2 + 122 + 9) =0

Otrzymujemy rownanie, w ktorym lewa strona jest iloczynem dwoch czynnikow.

a:(4ac2 + 12z + 9) =0
Przyjrzyjmy sie wielomianowi w nawiasie. Korzystajac ze wzoru na kwadrat sumy

dwoch wyrazen

(a+b)” = a?+ 2ab + b?

latwo mozemy go zapisa¢ w postaci iloczynu wielomianow stopnia pierwszego:

z(2z + 3)(2z + 3) = 0.

Przyrownujemy czynniki iloczynu po lewej strony do zera.

z=0Ilub2z +3=0
Stad wynika, ze rownanie ma dwa rozwigzania (trzy pierwiastki), mianowicie

. _ é . é . s . . . . ) .
x = 0oraz x = — 5, przy czymx = —+ jest podwojnym pierwiastkiem rownania.

Wazne!
Kwadrat sumy dwdoch wyrazen:

(a +b) = a® + 2ab + b?

Kwadrat réznicy dwoch wyrazen:
(a —b)* = a® — 2ab + b?



Réznica kwadratow dwoch wyrazen:
a?—b*= (a+b)(a—10)

SzeScian sumy dwoch wyrazen:
(a+b)* = a® + 3a%b + 3ab® + b

SzeScian roznicy dwoch wyrazen:
(a —b)® = a® — 3ab + 3ab® — b°

Suma sze$cianow dwoch wyrazen:
a® + b = (a+b)(a® — ab+ b?)

Réznica szeScianow dwoch wyrazen:
a® —b> = (a — b)(a® + ab + b?)

Przyktad 3

Rozwiazemy rownanie (z — 3)*(z® — 27) (4 — 22) (z — 2) = 01 okreslimy

krotnos$¢ pierwiastkow.

Lewa strona jest iloczynem czterech czynnikow. Jezeli iloczyn ten rowna sie zero,

to co najmniej jeden z nich jest rowny zero.
Otrzymujemy:

(z—3)>=01ub (2> —27) =0lub (4 — ) = 0lub (z —2) =0

Zatem:

r=3lubx=3lubz=3lubxr=—2Ilubx =2Ilubx =2

Stad wynika, ze nasze rOwnanie ma trzy rozwigzania:

r=—2lubx=2Ilubx =3,
przy czym liczba —2 jest pierwiastkiem pojedynczym, liczba 2 jest pierwiastkiem

podwojnym, a liczba 3 potrojnym.



Przyktad 4

Ile pierwiastkow rzeczywistych ma rownanie (z + 3)(z — 4) (z? +5) = 0?

Lewa strona jest iloczynem trzech czynnikow. Jezeli iloczyn ten rowna si¢ zero, to

co najmniej jeden z nich jest rowny zero.
Otrzymujemy:

(z+3)=0lub(z—4)=01ub (22 +5) =0,

awiec

x=—-3lubxz =4lubz2=-5.

Ostatnie rOwnanie jest rownaniem sprzecznym. Nie posiada rozwigzania.

Zatem rOwnanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste.

Przyktad 5

Rozwigzemy rownanie 4(z + 3) = z(x + 3).

Najpierw przeniesiemy wszystkie wyrazenia na jedng strone.
4z +3)—z(z+3)=0

Zauwazmy, ze nawias (x + 3) powtarza sie w obydwu wyrazeniach

algebraicznych.

4(x+3)—z(x+3)=0

Wyciggniemy wyrazenie (z 4+ 3) przed nawias.

(x+3)(4—2)=0
W ten sposoOb zapisaliSmy rownanie w postaci iloczynowej. Dalej juz tatwo

rozwigzemy rownanie, przyrownujac kazdy z czynnikow do zera.

z+3=0lubd—x2=0


javascript:void(0);

Rownanie ma dwa rozwigzania:

= —3lubx = 4.

Stownik

postac iloczynowa réwnania

zapisanie rownania za pomoca iloczynu wyrazen, w ktorych niewiadoma jest jak

najnizszego stopnia



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1
Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzac
przyktady, a nastepnie sprawdz poprawnos¢ rozwigzania analizujac poszczegodlne

zdjecia.

Rozwiagzemy réwnanie:
(x+4)? (z3—1) (16 —2?%) (2x—2) =0

i okre§limy krotnoS$¢ pierwiastkow.

@ (z+4)? (2> —1) (16 —2?) 22—2) =0

@ (x—4)> =0 lub (:c3—1) =0
ub (16 —x2) =0 lub (22 —2) =0

Lewa strona réwnania jest iloczynem czterech czynnikéw. Aby iloczyn réwnat sie 0, co
najmniej jeden z nich musi by¢ réwny 0.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

2

W ten sposdb otrzymalismy cztery osobne réwnania.
Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx



https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

Rozwiazemy cztery osobne rownania.

(x—4)2=0
@ gr= 4l

(£3—1) =0

qp= Il
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©
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Liczba 4 jest podwojnym pierwiastkiem pierwszego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

2

Liczba 1 jest pojedynczym pierwiastkiem drugiego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

3

Liczby —4 i 4 s3 pojedynczymi pierwiastkami trzeciego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

4

Liczba 1 jest pojedynczym pierwiastkiem czwartego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx



https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

2 — =N ubsrz —tI8lubts —"4

@ Liczba —4 jest pojedynczym pierwiastkiem réwnania.

@ Liczba 1 jest podwéjnym pierwiastkiem réwnania.

Liczba —4 wystepuje tylko jako pojedyncze rozwigzanie trzeciego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

2

Liczba 1 wystepuje jako pojedynczy pierwiastek drugiego réwnania oraz jako
pojedynczy pierwiastek czwartego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

3

Liczba 4 wystepuje jako podwajny pierwiastek pierwszego réwnania oraz pojedynczy
pierwiastek trzeciego réwnania.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx


https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

Podamy przyktad rownania stopnia piatego,

dla ktérego liczba 5 jest pierwiastkiem podwdjnym,
liczba (—2) jest pierwiastkiem pojedynczym i réwnanie
nie posiada innych pierwiastkéw rzeczywistych.

Aby liczba 5 byta podwdjnym pierwiastkiem réwnania
moze by¢ postaci:

(z—52=0

Aby liczba (—2) byta pojedynczym pierwiastkiem réwnania,
réwnanie moze by¢ postaci:

x+2=0

Nie wystarczy zapisa¢ rozwiazania w postaci iloczynu
dwéch podanych rownan. Czy wiesz dlaczego?

(2) (=52 @+2) =0

Zapiszemy najpierw osobne réwnania, z iloczynu ktérych bedzie sktadato sie koncowe
rownanie.
Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

2

Zapisane rownanie jest stopnia trzeciego, a zgodnie z poleceniem zadania rownanie ma
by¢ stopnia pigtego.
Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx



https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx
https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

@ (z2+3) =0

Zatem szukane rownanie ma postac:
(x—5)2(x+2) (z2+3) =0

Czy jest to jedyne rozwiazanie?

- A moze podasz inne réwnanie, spetniajace
warunki zadania?

Aby zwiekszy¢ stopien réwnania dopiszemy réwnanie stopnia drugiego, ktére nie
posiada pierwiastkow rzeczywistych.
Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

Polecenie 2

Rozwiaz réwnanie 2x3 — 1822 + 54z — 54 = 0. Okresl krotnos¢ pierwiastkdw
rownania.

Polecenie 3

Podaj przyktad réwnania stopnia czwartego, ktérego jedynymi pierwiastkami
pojedynczymi sg liczby —3 i 4.


https://zpe.gov.pl/b/P5HCeRhsx

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)

Przenie$ w odpowiednie miejsce pierwiastki réwnania.

‘:c:—5lub:c:—4Hw:—5lubx:4H:c:4lubzc:5H:c:—5lub:c:4’

Cwiczenie 2 ©)

Woybierz wszystkie réwnania, ktérych jednym z rozwigzan jest liczba 2.

(z—2)(z+4)=0
z(5¢ — 10)(z + 2) = 0
(2> —4)(z+1) =0
(z+2)(z—4) =0

(x+2)(2z—-2)=0

o o o 0o o O

(22 — 4)(2z +4) = 0




Cwiczenie 3
Woybierz réwnanie, ktérego podwojnym pierwiastkiem jest liczba —3.
(32> —27)(z —3) =0

(z2+9)(x+3)=0

(z>—9)(2x+6) =0

o O O O

(z2-9)(z—3)=0

Cwiczenie 4

Wybierz wszystkie réwnania, ktére maja trzy rézne rozwiazania.

O o o o o o O
:
8
N



Cwiczenie 5

Potacz w pary réwnanie i liczby, ktore s jego rozwigzaniem.

z(z? +2)(z—3) =0
(z-2)(+3)=0
z(z? +2) (22 +3) =0
(z2+1)(z+3) =0
(z+2)(z—3)=0

22 —-9=0

=20

r=2lubz = -3

z=3lubz =0

z=—-3lubx =3

r=—2lubx =3

r=—-3
Cwiczenie 6
Przeciggnij réwnanie do odpowiedniego okienka.
rownania sprzeczne
m(xz — 4) =0 ’

(z—4) (s> +121) =0 |

rownania, ktére majg jedno rozwiazanie

(a2 +1)(a*—4) =0

:I:(zc2—i—4) :O’

(z—4)(2? —121) =0 |

rownania, ktére maja wiecej niz jedno rozwigzanie

(22 + 1) (' +4) =0

(2:1:24—%):0’




Cwiczenie 7 @

Wybierz, liczby, ktére sg rozwiazaniem réwnania: 3(z + 1) = z(z + 1).

Cwiczenie 8 @

Ktore wyrazenie algebraiczne nalezy wpisa¢ w puste miejsce, aby rozwigzaniem réwnania

‘:13-1—1”2@—!—1)”2(1:—!—2) Hx—i—2’




Dla nauczyciela

Autor: Jolanta Schilling

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozwigzywanie rownan zapisanych w postaci iloczynu rownan liniowych

Grupa docelowa:

IIT etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

III. Rbwnania i nierbwnosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje w zakresie wielojezycznosci

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:



Uczen:

e rozwigzuje rOwnania zapisane w postaci iloczynu rownan liniowych
e wybiera rownania, ktore majg okreslong liczbe rozwigzan
e okresla krotnosc¢ pierwiastka roOwnania

e sprowadza rOwnania wyzszych stopni do postaci iloczynu rownan liniowych
i podaje ich rozwigzania (jezeli istniejg)
e tworzy algorytmy rozwigzywania rownan roznych typow
Strategie nauczania:
e konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

e stoliki zadaniowe

e dyskusja
Formy pracy:

e pracaw grupach

e praca catego zespotu klasowego
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda
Przebieg lekcji

Faza wstepna:



1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria
sukcesu.

2. Wybrani wczesniej przez nauczyciela uczniowie podaja przyktady prostych
rownan zapisanych w postaci iloczynu dwoch rownan liniowych. Uczniowie

podajq rozwiazania tych rownan.

Faza realizacyjna:

1. Kazdy uczen otrzymuje od nauczyciela 10 przyktadoéw prostych rownan
zapisanych w postaci iloczynu rownan liniowych lub kwadratowych typu:
z+7=02z2-1=022+2=0.

Nastepnie stara si¢ podzieli¢ rownania na grupy, wedlug wiasnych kryteriow.

2. Uczniowie podzieleni na grupy 4 - 6 osobowe omawiaja rezultaty swojej pracy
i porownuja dokonane podzialy. Wskazujq liczbe rozwigzan rOwnania.

3. Przyktady rozwigzan rownan znajdujace si¢ w czesci przeczytaj uczniowie
analizujg w parach. Wspolne z nauczycielem wyja$niajg watpliwosci.

4. Uczniowie ogladaja galerie zdje¢ interaktywnych i omawiajg jg wraz
z nauczycielem.

5. Uczniowie w parach rozwigzujg zadania metoda stolikow zadaniowych. Kazdy
stolik zawiera 2 zadania interaktywne. Warunkiem przej$cia do nastepnego

stolika jest poprawne rozwigzanie danych zadan. Para, ktora najszybciej rozwiaze

wszystkie zadania otrzymuje bardzo dobra ocene.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczgce metod

sprowadzania rownan do postaci iloczynowe;j.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,

udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:



Uczniowie, ktorym nie udato si¢ zakonczyc¢ konkursu rozwiazuja pozostale zadania

w domu.

Materialy pomocnicze:

Pierwiastki rownan

Wskazowki metodyczne:

Przykiady 2 i 3 dotyczace galerii interaktywnej mogg by¢ pracag domowa dla uczniow.


https://epodreczniki.pl/a/pierwiastki-rownan/DFCwJv2Pf

