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Zrédto: Brett Jordan, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W trojkacie prostokgtnym mozemy tatwo, postugujac sie tablicami wartosci funkciji
trygonometrycznych, obliczy¢ dlugosci bokow tego trojkata lub miary jego katow, o ile
mamy tylko wystarczajace dane. Wystarczy na przyktad zna¢ dtugos¢ jednego boku oraz
miare jednego z katow ostrych. Oczywiscie jeden kat - prosty - znamy, wiec bez trudu
mozemy obliczy¢ trzeci kat. Znajgc natomiast dwa boki trojkgta prostokgtnego mozemy
obliczy¢, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, dlugos¢ trzeciego boku, a wykorzystujac
definicje funkciji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkgcie prostokatnym, mozemy
obliczy¢ wartos$ci tych funkciji, co z kolei pozwala nam ustali¢ katy ostre tego trojkata.
W przypadku dowolnego trojkata rowniez mozemy podac ogolne zwigzki miedzy
dlugosciami jego bokow oraz funkcjami trygonometrycznymi jego katow. Jednym z takich
zwigzkow jest twierdzenie cosinusow. Temu twierdzeniu poswiecony jest ten materiat.

Twoje cele

Poznasz twierdzenie cosinusow.

Udowodnisz twierdzenie cosinusow dwoma sposobami.

Zastosujesz twierdzenie cosinusoOw do wyznaczania dtugosci boku trojkata.

Zastosujesz twierdzenie cosinusow do wyznaczania miary kata trojkata.



Przeczytaj

W tréjkacie prostokatnym o bokach dtugosci a, bi ¢, gdzie ¢ to dlugos¢
przeciwprostokatnej, zalezno$¢ miedzy dlugosciami bokow ma posta¢ rownosci:

c? = a® + b

Powstaje naturalne pytanie o to, czy w trojkacie, ktory nie jest prostokatny, jest podobna
zaleznosc.

Wezmy na przyklad trojkat ostrokatny.

Poprowadzmy wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka A i oznaczmy h = |AD| iz = |BD)|.

C

c

7 twierdzenia Pitagorasa w trojkagcie ABD wynika, ze ¢? = 2% + h2.
Poniewaz a > xib > h, wiec a®? > z%2ib?> > h2.

Zatem w tym przypadku ¢ < a? + b2

Mogliby$my zatem zapisa¢ c? = a? + b?> — p, gdzie p jest pewng liczba.

Podobne rozumowanie moglibySmy przeprowadzi¢ dla trojkgta rozwartokatnego,
dochodzac do analogicznej rownosci.

Wyznaczymy te liczbe p w zaleznosci od bokéw a i b oraz kata migedzy tymi bokami.
W ten sposob udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie: Twierdzenie cosinusow
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W dowolnym trojkgcie kwadrat dlugosci boku jest rowny sumie kwadratow diugosci
dwoch pozostatych bokow tego trojkata pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci
tych bokow i cosinusa kgta miedzy tymi bokami.

Przy standardowych oznaczeniach trojkata, takich jak na rysunku,

A

teze twierdzenia mozemy zapisa¢ w postaci:
a?=b+c>—-2-b-c-cosa
¥=a’+c>—2-a-c-cosp
c=a’>+b>—2-a-b-cosvy

Dowéd

Wystarczy wykaza¢ prawdziwos¢ jednej z tych rownosci.

Dowod przeprowadzimy w trzech przypadkach: gdy kat « jest ostry, gdy jest prosty oraz
gdy jest rozwarty.

1. Gdy kat « jest ostry, to co najmniejjeden z pozostalych dwoch katow tego trojkata tez
jest ostry.

Bez straty ogolno$ci rozumowania mozemy zatozyc, ze kat «y jest ostry.

Wtedy spodek D wysokosci trojkgta ABC opuszczonejz wierzchotka B lezy na boku
AC.

Niech |AD| = z oraz |BD| = h, jak na rysunku.



A & B
Wtedy |CD| = b — z.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla trojkatow ABD i BC'D otrzymujemy
=2+ h?oraza® = (b—z)> + K2

Drugg z tych réwnosci mozemy zapisa¢ w postaci a = b% — 2bz + x2 + h?, wiec
stad i z pierwszej réwnosci otrzymujemy a? = b? — 2bx + 2.

Z definicji funkcji cosinus kata ostrego a w trojkacie prostokatnym ABD wynika, ze
cosa = 7, skad x = ccos a.

Zatem a? = b? — 2bc cos a + 2, czyli a? = b? + ¢? — 2bc cos a, co konczy dowod
w tym przypadku.
. Gdy kat « jest prosty.

C

Wtedy z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy a? = b? + c2.

Poniewaz cos @ = cos 90° = 0, wiec rébwnos¢ te mozemy zapisa¢ w postaci
a? = b? +c? — 2bc- 0 = b? + c? — 2bccos a.

Zatem w tym przypadku rowniez jest ona prawdziwa.



3. Gdy kat « jest rozwarty.

Wtedy spodek D wysokosci trojkgta ABC opuszczonejz wierzchotka B lezy na
prostej AC tak, ze punkt A lezy miedzy punktami C'i D.

Niech |AD| = x oraz | BD| = h, jak na rysunku.
Wtedy |CD| = b+ x.

C

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego dla tréjkatow ABD i BC'D otrzymujemy
2 =g+ h?oraza? = (b+ )’ + h.

Drugg z tych rowno$ci mozemy zapisa¢ w postaci a? = b + 2bx + x? + h?, wiec
stad i z pierwszej rownosci otrzymujemy a? = b% + 2bx + c2.

Katy BAC i DAB sa przylegte, wiec |<DAB| = 180" — c.
Poniewaz kat a jest rozwarty, wigc kat 180° — « jest ostry.

Z definicji funkcji cosinus kata ostrego 180° — a w trojkacie prostokatnym ABD
wynika, ze cos(180° — a) = £, skad = ccos(180° — a).

Ze wzoru redukcyjnego wynika, ze cos(180° — a) = — cos a, wiec
z = ccos(180° — a) = —ccosa.

Zatem a® = b? + 2bz + ¢ = b? +2b- (—ccosa) + ¢ = b? + ¢ — 2bccos a, a wiec
w tym przypadku réwno$¢ takze jest prawdziwa.

To konczy dowadd.



Twierdzenie cosinusOw nazywamy tez twierdzeniem Carnota. Czesto tez zaleznoS¢
miedzy dlugoSciami bokow trojkata i cosinusem jednego z katow tego trojkata nazywa sie
wzorem cosinusow lub wzorem Carnota. Twierdzenie cosinuséw jest uogélnieniem
twierdzenia Pitagorasa. Stosujemy je dla dowolnego tréjkata, cho¢ w przypadku trojkata
prostokatnego sprowadza si¢ ono do twierdzenia Pitagorasa, co zresztg pokazaliSmy

w dowodzie twierdzenia cosinusow.

W kolejnych dwoch przykladach zapoznasz si¢ z podstawowymi zastosowaniami
twierdzenia cosinusow.

Przyktad 1

Dwa boki trojkata majg dtugosci 4 i 5, a kat miedzy tymi bokami jest rowny 35°. Obliczymy
dtugosc¢ trzeciego boku. Wynik zaokraglimy do czesci setnych.

Rozwigzanie:

Z twierdzenia cosinusOw otrzymujemy
a?=42452—-2-4-5-c0s35° =41 — 40 - cos 35°, gdzie a oznacza dlugoé¢ trzeciego
boku trojkata.

Zatem a = v/41 — 40 - cos 35°.

Z tablic wartosci funkciji trygonometrycznych odczytujemy przyblizong wartos¢
cos35° =~ 0, 8192.

Zatem a ~ 2, 87.
Przyktad 2

Boki trojkata maja dtugosci 7, 81 9. Obliczymy mare najwigkszego kata tego trojkata.
Wynik zaokraglimy do 1°.

Rozwigzanie:

Najwiekszy kat trojkata, oznaczmy go przez «, lezy naprzeciw najdtuzszego boku.
Z twierdzenia cosinusow mozemy zapisa¢ 92 = 72 + 82 —2.7-8 - cos .

Stad cos v = T — 2 ~ 0, 2857.

Z tablic wartosci funkciji trygonometrycznych odczytujemy przyblizong warto$¢ kata
a~~T73".

Stownik



trojkat ostrokatny

to trojkat, ktérego kazdy kat wewnetrzny jest ostry, a wiec wiekszy od 0° i mniejszy od
90"

trojkat rozwartokatny

to trojkat, ktérego jeden kat wewnetrzny jest rozwarty, a wiec wiekszy od 90° i mniejszy
od 180° (dwa pozostale katy tego trojkata sa ostre)



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Odtworz pierwszy fragment prezentacji i zapoznaj sie z trescig lematu 1. dotyczacego
dtugosci rzutu prostokatnego odcinka na prosta. Po zapoznaniu sie z tym lematem
sprébuj przeprowadzi¢ samodzielnie jego dowdd. Po tym poréwnaj swéj dowdd

z przedstawionym w kolejnym fragmencie prezentacji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DSPDUdkXc

Polecenie 2

Po zapoznaniu sie z lematem 1. i jego dowodem, odtwdrz kolejny fragment
prezentacjii przeanalizujlemat 2., w ktérym podana jest zalezno$¢ miedzy dtugoscia
boku tréjkata, dtugosciami dwdch pozostatych bokéw i cosinusami katow przy tym
boku i, podobnie jak poprzednio, spréobuj samodzielnie przeprowadzi¢ jego dowdd.
Zwr6c¢ uwage, ze spodek wysokosci tréjkata moze lezed na boku tréjkata, ale moze tez

leze¢ na prostej zawierajacej ten bok i nie leze¢ na tym boku. Poréwnaj swoéj dowod

z dowodem przedstawionym w nastepnych dwéch slajdach prezentacji.


https://zpe.gov.pl/a/DSPDUdkXc

Polecenie 3

Po zapoznaniu sie z lematem 2. i jego dowodem odtwérz kolejny fragment prezentacji,
w ktérym sformutowane zostato twierdzenie cosinuséw. Tu réwniez, sprobuj
przeprowadzi¢ dowdd tego twierdzenia, wykorzystujagc w nim lemat 1. Poréwnaj swoj
dowdd z dowodem przedstawionym w dalszej czesci filmu. Ta cze$é zostata podzielona
na fragmenty, w ktérych pokazane s kolejne kroki dowodu. Gdyby nawet nie udato Ci
sie samodzielnie przeprowadzi¢ dowodu, to odtwdrz najpierw pierwszy fragment
dowodu, sprébuj poprowadzi¢ dowdd dalej samodzielnie, jesli to tez Ci sie nie uda, to

postepuj tak z kolejnymi fragmentami prezentacji.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 @)

Bok trojkata rownobocznego A BC ma dtugos¢ a. Punkt D lezy na boku A B tego trdjkata tak,
ze |AD| = ¢, jak na rysunku ponizej.

A ¢ B

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugos¢ odcinka C'D jest rowna:

O 2o
O o= o0
O 2= 2
O o=




Cwiczenie 3 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. W tréjkacie ABC (oznaczenia standardowe) dane sg: b = 2,
c = 4 oraz 8 = 30°. Dtugosc trzeciego boku tego tréjkata jest rowna:

O O O O
I
&



Cwiczenie 4

Dtugosci bokow tréjkata ABC oraz katy zostaty zaznaczone na rysunku.

C

A 6 B

Uzupetnij rownosci tak, zeby byty prawdziwe, przeciggajagc odpowiednia wartosc.

cosa =
cos B =
cosy =
][]l ]]s
30 5 42 35 7 7




Cwiczenie 5

Dtugosci bokow tréjkata ABC oraz katy zostaty zaznaczone na rysunku.

C

10

A 12 B

Wskaz réownosc fatszywa.

() 3=6cosa+ 5cosy

() 5=3cosB+ 6cosy

() 6=3cosa+5cosf



Cwiczenie 6

W tréjkacie ABC dane sa: |AB| = 10, |AC| = 4 oraz |[<BAC| = 60".

C

60° D
A 10 B

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dtugos¢ m,. srodkowej C D tego tréjkata jest rowna
w przyblizeniu do czesci setnych:

m. ~ 4,98

me ~ 4,42

m, ~ 4,58

m. ~ 3,96

o O O O



Cwiczenie 7 @

Z wierzchotkow kwadratu ABC' D o boku dtugosci a zatoczono cztery tuki okregow, kazdy
o promieniu a. Punkty przeciecia tych okregéw sg wierzchotkami kwadratu K LM N, jak na
rysunku. Oblicz dtugos¢ boku kwadratu K LM N,

D C
M
N L |®
K
A a B
Cwiczenie 8 @

Dtugosci bokow trojkata ABC' sa réwne a, b i c. Udowodnij, ze prawdziwa jest nieréwnos¢
a’? + b% + ¢® < 2ab + 2bc + 2ca.



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Twierdzenie cosinusow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

e zna pojecie i stosuje twierdzenie cosinusow

o przeprowadza dowodd twierdzenia cosinusow

 oblicza dlugosci bokow trojkagta na podstawie twierdzenia cosinusow
 oblicza miary katow trojkata, wykorzystujac twierdzenie cosinusow

o przeprowadza dowody geometryczne

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te¢ mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenie Pitagorasa oraz definicji funkcji cosinus
oraz jej wlasnosci.

2. Nauczyciel prosi uczniow o narysowanie trojkata ostrokatnego i rozstrzygniecie, czy
dtugoéci a, bi c bokow tego trojkata spetniajg rownoéé ¢ = a? + b?. Po otrzymaniu
negatywnej odpowiedzi prosi uczniéw o uzasadnienie swojego wyniku. Podobne
¢wiczenie uczniowie wykonujg w przypadku trojkata rozwartokatnego.

3. Po wykonaniu ¢wiczen wprowadzajagcych nauczyciel podaje temat i cele zajec,
uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel formutuje twierdzenia cosinusow.

2. Nauczyciel prosi uczniow o udowodnienie twierdzenia cosinusow, zwracajac
szczeg6lng uwage na konieczno$¢ rozpatrzenia wszystkich przypadkow.

3. Uczniowie w grupach, przy jak najmniejszej pomocy nauczyciela, dowodzg twierdzenia
cosinusow.

4. O ile czas na to pozwala, nauczyciel poleca uczniom zapoznanie si¢ z innym dowodem
twierdzenia cosinusow zawartym w prezentacji multimedialnej. Jesli nie, to poleca
zapoznanie si¢ tylko z lematem 1.

5. Nastepnie nauczyciel omawia przyklady zastosowania twierdzenia cosinusow,
informujac, ze zastosowaniom tego twierdzeniem po$wigcone s jeszcze inne czesci e-
podrecznika.

6. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z roznych dzialow matematyki.



Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢ oraz przeprowadzili dowdd zalezno$ci omawianejwe
wstepie.

Materialy pomocnicze:
Wz0r na sume i roznice cosinusow
Wskazowki metodyczne:

Realizacje tego tematu mozna przeprowadzic¢ inaczej, a mianowicie zaczac¢ od prezentacji
multimedialnej, a zamieszczony w temacie dowod twierdzenia cosinusow, polecic¢ jako
¢wiczenie. Fragmenty omawianego tematu, takie jak twierdzenie o rzucie prostokatnym
odcinka na prosta mozna wykorzystac¢ w trakcie realizacji innych tematow, np. obliczajgc
pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego o danym polu podstawy i kacie
nachylenia Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy.
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