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Zrédto: Stux, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Przed nami kompletny ciggowy miszmasz, czyli pomieszanie z poplataniem ciggu
arytmetycznego z geometrycznym. A wiec, zeby zabrac¢ si¢ do analizowania tresci
zawartych w tym materiale, musisz zna¢ przynajmniej podstawowe pojecia zwigzane z tymi
ciggami. Inaczej trudno bedzie zrozumiec¢ Ci odniesienia do wzoréw, czy zalezno$ci miedzy
wyrazami tych ciggow.

Jesli czujesz si¢ na sitach, zeby podjac si¢ karkotomnej pracy polegajacej na samodzielnym
rozwiazaniu zadan - zapraszamy. Jes$li nie masz pewnosci, czy sprostasz wszystkim
trudnosciom - pocieszam Cig, ze do wszystkich zadan sa w materiale odpowiedzi,

a w sekcji ,Przeczytaj” - nawet szczegdtowe rozwigzania.

Zatem do dziela!

Twoje cele

o Wykorzystasz wilasnos$ci ciggu arytmetycznego i ciggu geometrycznego do
znajdowania wielkoSci zwigzanych z tymi ciggami.

e Rozwiniesz umiejetnosci stosowania zaleznoSci miedzy wyrazami ciggu
arytmetycznego oraz wyrazami ciggu geometrycznego.

o Zastosujesz zintegrowang wiedze matematyczng do rozwigzywania problemow
zwigzanych z ciggami liczbowymi.







Przeczytaj

Pokazemy teraz wykorzystanie zwigzkow miedzy ciggami arytmetycznym i geometrycznym
do znajdowania wielkoSci zwigzanych z tymi ciggami.

Na poczatek przypomnienie definicji tych ciggdéw i podstawowych wzoréw z nimi
zwigzanych.

Bedziemy przyjmowac, ze dany cigg, np. (a, ), okreslony jestdlan € Nin > 1.

Definicja: Ciag arytmetyczny

Ciggiem arytmetycznym nazywamy cigg liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego

liczby r, zwanej roznica ciggu.

Ciag arytmetyczny (a,,)
Wyraz ogolny ciagu Zaleznos¢ miedzy tr:z?ma kolejnymi Suman p({czqt.kowych
wyrazami ciaggu wyrazow ciaggu
ap,=a;+(n—-1)-r  a,= —a"’l—;a"“ S, = —’“;“" ‘n

Definicja: Ciagg geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przez liczbe q, zwang ilorazem ciggu.

Ciag geometryczny (a,,)

Wyraz og6lny Zalezno$¢ miedzy trzema kolejnymi Suma n poczatkowych
ciggu wyrazami ciggu wyrazow ciggu
_ 1-¢"
I I P Sp=ar 1L

Pierwszy typ zadan, ktorym si¢ zajmiemy, to z wyrazow ciggu arytmetycznego budowanie
wyrazow ciggu geometrycznego.

Przyktad 1

Liczby a, b, ¢ (w tejkolejnosci) sa kolejnymi wyrazami trzywyrazowego ciggu
arytmetycznego. Ich suma jest rowna 15. Jesli dodamy do pierwszej z tych liczb 1, do
drugiej4 i do trzeciej 19, to tak otrzymane liczby beda kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego (w tej samej kolejno$ci). Znajdziemy liczby a, b, c.

Rozwigzanie:

Najpierw korzystamy z wlasnos$ci ciggu arytmetycznego. Oznaczmy przez r roznice tego
ciagu.




Wtedy:

a - pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego,

b = a + r - drugi wyraz ciaggu arytmetycznego,
¢ = a + 2r - trzeci wyraz ciggu arytmetycznego.

Z tresci zadania wynika, ze suma tych wyrazow jest rowna 15.
at+a+r+a+2r=15

3a+3r=15|:3

a+r=5

a=5—r

Teraz zajmiemy si¢ ciggiem geometrycznym.

a + 1 - pierwszy wyraz ciggu geometrycznego,
a + r + 4 - drugi wyraz ciggu geometrycznego,
a + 2r + 19 - trzeci wyraz ciggu geometrycznego.

Korzystajgc z zalezno$ci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego,
zapisujemy odpowiednie rownanie.

(a+7+4)° = (a+1)(a+2r+ 19)

Do réwnania podstawiamy w miejsce a wczesSniej wyznaczone wyrazenie.
BG-r+r+4)?=06-r+1)(5—-r+2r+19)

Sprowadzamy réwnanie do postaci ogolneji rozwigzujemy.
81=(6—r)(r+24)

7?2 +18r — 63 =0

A =324 4 252 = 576

ry = —182—24 —
re = —182+24 =3
Stad:

a=5—(-21)=26luba=5—3=2
Jedlia =26, tob=26—21=5ic=5—21 = —16.

JeSlia =2,tob=2+3=5ic=5+3=8.



Odpowiedz:
Szukane liczby to 26, 5, (—16) lub 2, 5, 8.

Teraz rozwazymy problem odwrotny do zaprezentowanego w Przykladzie 1 - z wyrazow
ciggu geometrycznego budujemy wyrazy ciggu arytmetycznego.

Przyktad 2

W ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich, pierwszy wyraz jest rowny 5. Pierwszy,
trzeci i piaty wyraz tego ciggu to odpowiednio pierwszy, czwarty i szesnasty wyraz ciggu
arytmetycznego. Znajdz roznice tego ciggu arytmetycznego.

Rozwigzanie:
Rozwazmy najpierw cigg geometryczny, oznaczajgc jego iloraz przez gq.

Wtedy:

5 - pierwszy wyraz ciggu geometrycznego,
5q2 - trzeci wyraz ciggu geometrycznego,
5q* - pigty wyraz ciggu geometrycznego.

Teraz zajmiemy si¢ ciggiem arytmetycznym, oznaczajac jego roznice przez r.

d — pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego,
9 + 3r - czwarty wyraz ciggu arytmetycznego,
9 + 157 - szesnasty wyraz ciggu arytmetycznego.

Na podstawie tresci zadania zapisujemy odpowiednie rownosci.

5¢> =5+ 3r

5g* = 5+ 157

Z tak otrzymanego ukladu rownan wyznaczymy najpierw iloraz ciggu geometrycznego.

W tym celu dzielimy obie strony drugiego z rownan przez 5 i odejmujemy rownania

stronami.
5q> =5+ 3r
g*=1+3r

¢* —5¢>+4=0
Otrzymali$my réwnanie dwukwadratowe. Stosujemy podstawienie: t = ¢, ¢t > 0.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe.



javascript:void(0);

t? —5t+4=0
A=25-16=9>0
=232 =1

ty =222 =4

Obie uzyskane liczby sg dodatnie, zatem:

q = 11ub g = 2 (pamietamy, ze wyrazy rozpatrywanego ciggu geometrycznego sa
dodatnie).

JeSlig=1tob-1=5+3rir=0.
JeSlig=2tob5-4=5+3rir=>=.

Odpowiedz:

Roznica ciggu arytmetycznego jest rowna 0 lub 5.

Trzeci typ zadan zwigzanych z ciggiem geometrycznym i arytmetycznym polega na
znalezieniu takich liczb, z ktorych niektore sg wyrazami ciggu arytmetycznego, a niektore
geometrycznego.

Przyktad 3

Dane s3 liczby 4, z, y, 18. Trzy pierwsze (w podanej kolejnosci) tworza ciag arytmetyczny,
a trzy ostatnie (w podanej kolejnosci) tworza cigg geometryczny. Znajdziemy liczby z, y.

Rozwigzanie:
(4, z, y) - cigg arytmetyczny

Z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego wynika, ze:

(z, y, 18) - ciag geometryczny

Z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego wynika, ze:
Y’ =18z

Do ostatniego z zapisanych rownan podstawiamy wyznaczone wczesniej x.

y? =18 %

¥ — 9y —36=0



javascript:void(0);

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
A =81+ 144 =225
y=52 = —3luby = AL =12
Wyznaczamy x.
JeSliy= —3tox = % = %

42 =8

JeSliy=12tox = =5

Odpowiedz:

Szukane liczby to & i (—3) lub 8 12.
Przyszta teraz kolej na ulubiony przez wszystkich typ zadan - czyli zadanie na dowodzenie.
Przyktad 4

Wykaz, ze jesli liczby z, y, z dodatnie i rozne od 1 tworzg cigg geometryczny (w podanej
kolejnosci), to liczby

1 1 1
log, k log, k"’ log,k

arytmetyczny.

(k > 0, k # 1), rowniez w podanej kolejno$ci, tworzg cigg

Dowod:

Z zatozenia wynika, ze liczby z, y, 2 dodatnie i r6zne od 1 tworza cigg geometryczny.
Zatem

y? =z
Logarytmujemy przy podstawie k obie strony zapisanej rownosci.

2 - logy,y = logy(z2)

Korzystamy z wtasnosci logarytmu iloczynu, a nastepnie dzielimy obie strony rownosci
przez 2.

2 - log;, y = log; x + log;, 2

log;, x+logy, =
logk Y= 2

Z zaleznosci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego wynika, ze liczby
log;. z, log;, y, log;, z tworzg (w podanej kolejnosci) cigg arytmetyczny.

Ze wzoru na zmiane podstawy logarytmu mamy:



javascript:void(0);

W podobny sposob mozemy wykazac, ze

1 L1
Tog k= log, yi ToaF = log;. 2.

1 1
g,k log, k

tworzga ciagg arytmetyczny, c.n.d.

Czyli liczby logl T T

Przed nami ostatnie, najtrudniejsze zadanie, ktérego rozwigzanie wymaga nie tylko
znajomosci teorii zwigzanej z ciggami, ale dobrego postugiwania si¢ funkcjami
trygonometrycznymi.

Przyktad 5

Miary katow pewnego trojkata tworza ciag arytmetyczny. Diugosci bokow tego trojkata
tworza cigg geometryczny. Znajdziemy miary katow tego trojkata.

Rozwiazanie:

Oznaczmy:
a, B, v - miary katéw trojkata (w stopniach),
0 - roznica ciggu, ktory tworza miary katow trojkata (w stopniach).

Przyjmujac, ze o jest najmniejszym katem tego trojkata, mozemy zapisac:
B=a+0

vy=a+26

Poniewaz suma miar katow tréjkata jest rowna 180°, wiec:
at+a+d+a+2)=180"

3o+ 30 = 180°

a+9d==60"

Oznaczmy:
a, b, c — dtugosci bokow trojkata, przy czym niech a bedzie najkrotszym bokiem,
q - iloraz ciagu geometrycznego, ktory tworzg dtugosci bokow trojkata (g > 1).

Wtedy:



javascript:void(0);

Na podstawie twierdzenia sinusOw (pamie¢tajac, ze naprzeciw najmniejszego kata lezy
najkrotszy bok), zapisujemy:

a_ _ ag _ ag®
sin o sin(a+4) sin(a+20)

a _ _ag __ ag’
sina ~ sin60° " sin(120°—a)

Otrzymujemy uktad rownan.

V3
2

gsina =

gsin(120° — a) = T§q2
Mnozymy stronami rownania uk}adu i dzielimy kazda ze stron przez ¢>.

sina -sin(120° — a) = ¢

cos(z—y)—cos(z+y) .

Korzystamy teraz ze wzoru: sin - siny = 3

cos(2a — 120°) — cos 120" = 3
cos(2a —120°) — (—3) =2
cos(2a —120°) =1

20 —120° =0°

a=60"

Poniewaz a + d = 60°, wiec § = 07, czyli kazdy z katéow trojkata ma miare 60°.

Odpowiedz:

Troéjkat jest rownoboczny, kazdy kat ma miare 60°.

Stownik

ciag arytmetyczny

ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez dodanie do wyrazu poprzedniego
liczby 7, zwanejroznica ciagu

ciag geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego




przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady,
a nastepnie poréwnaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D5iuWrPOP

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej zagadnienia ciggu geometrycznego

i arytmetycznego.

Polecenie 2

Trzy liczby tworza cigg geometryczny. Suma wyrazéw tego ciggu jest réowna 14. Jesli od
trzeciego wyrazu odejmiemy 2, nie zmieniajac dwoch poprzednich wyrazéw, to otrzymamy

cigg arytmetyczny. Znajdz te liczby.


https://zpe.gov.pl/a/D5iuWrP0P

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Liczby x, y, z w podanej kolejnosci tworza cigg arytmetyczny rosnacy. Suma tych liczb jest
réwna 15. Liczby z, y — 2, z w podanej kolejnosci tworza cigg geometryczny. Zaznacz
wszystkie stwierdzenia prawdziwe.

(] Liczby z, y + 1, 3z w podanej kolejnosci tworza ciag geometryczny.
(] Liczby z, y + 1, z + 2 w podanej kolejnosci tworza ciag arytmetyczny.
(] Roznica ciggu arytmetycznego jest réwna 4.
[ ] lloraz utworzonego ciggu geometrycznego jest rowny %
Cwiczenie 2 ®

Zaznacz poprawng odpowiedz. Liczby dodatnie 1, a, b, ¢, 16 w podanej kolejnosci tworza ciag
geometryczny o wyrazach dodatnich. Liczby a, b + x, ¢, w podanej kolejnosci, tworza ciag
arytmetyczny. Liczba z jest rowna:

O -1
O 1

O 2




Cwiczenie 3

Ciag (3, y, x) jest ciagiem arytmetycznym. Ciag (3, y — 6, x) jest ciagiem geometrycznym.
Znajdz roznice tego ciggu arytmetycznego.
Uzupetnij rozwiazanie zadania, wpisujac odpowiednie liczby naturalne.

Z zaleznosSci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, wynika, ze:

y:(3—|—:13):(‘ ’).Zatemx:2y—

Z zaleznosSci miedzy trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego wynika, ze:

(y—6) = =

Po podstawieniu wyznaczonego x z pierwszej z zapisanych rownosci do drugiej i po

przeksztatceniach, otrzymujemy réwnanie kwadratowe.

- -

Rozwigzujemy to réwnanie.

A= |
y=3luby = ‘ ’
Jesliy = ‘ ’to x = 3 irdznica tego ciagu jest rowna ‘ ’

Jesliy=15tox = ‘ ’ i réznica tego ciggu jest rowna ‘ ’




Cwiczenie 4

Ciag (a, b, c) jest ciagiem geometrycznym malejacym. Suma wyrazéw tego ciagu jest rowna
26. Jesli do liczb a, b, ¢ dodamy odpowiednio 1, 6, 3 to otrzymamy cigg arytmetyczny. Rozwigz
to zadanie i zaznacz, ktére z podanych réwnosci sg prawdziwe.

at+b+c=36
at+tc=2b+8
b=26

a?—20a+36=0

ac = 36

a+c=20

o o o o o o o g ¢

b+6=(a+1)(c+3)



Cwiczenie 5

Znajdz liczby a, b, ¢, d, o ktorych wiesz, ze:

« trzy pierwsze z tych liczb tworzg w podanej kolejnosci cigg geometryczny, a trzy ostatnie
w podanej kolejnosci, ciag arytmetyczny;
« suma dwoch skrajnych liczb jest rowna 14;
« suma dwoch liczb $rodkowych jest rowna 12.
Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

Na podstawie tresci zadania tworzymy uktad réwnan z czterema niewiadomymi.

Jesli z pierwszego rownania wyznaczymy d i podstawimy do trzeciego réwnania uktadu,
a z drugiego réwnania wyznaczymy c i podstawimy do czwartego i trzeciego rownania uktadu,

to po przeksztatceniach otrzymamy uktad réwnan z dwoma niewiadomymi:

________________________________________________________________________________

[e] (2] [ac][# ] [o+e][a—3v][12][4] (8] [ =4][e+d]




Cwiczenie 6

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny me ,gdy x # 0ix # 2. Trzeci wyraz tego

ciagu jest réwny (x—fé)g‘
Pierwszy wyraz tego ciggu, wyraz drugi i liczba 1 w podanej kolejnosci sg trzema kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego. Zaznacz rownanie, ktére pozwoli na wyznaczenie liczby x.

O z22+4x+2=0
O 2 —4x+2=0
O 22 —42-2=0
O 22-3z+2=0
Cwiczenie 7 @

Znajdz taka liczbe z, dla ktorej ciag (7Tx — 2, 3z, = + 1) jest ciagiem geometrycznym
i jednoczesnie jest ciggiem arytmetycznym.

Cwiczenie 8 @

Trzy liczby tworzg ciag arytmetyczny. Jezeli trzecig z tych liczb zwiekszymy o kwadrat liczby 8,
to liczby utworza cigg geometryczny. Jezeli zmniejszymy drugi wyraz ciggu arytmetycznego o 8
, to otrzymamy rowniez cigg geometryczny. Znajdz wyrazy tych ciggéw.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cigg geometryczny i arytmetyczny

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wlasnosci ciggu arytmetycznego i ciggu geometrycznego do znajdowania
wielkoSci zwigzanych z tymi ciggami

e rozwija umiejetnosci stosowania zalezno$ci miedzy wyrazami ciggu arytmetycznego
oraz wyrazami ciggu geometrycznego

 stosuje zintegrowang wiedze¢ matematyczng do rozwigzywania problemow zwigzanych
z ciggami liczbowymi

e prowadzi rozumowanie kilkuetapowe do dowodzenia twierdzen

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

 okienko informacyjne
 analiza przypadku

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
o pracaindywidualna

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
 kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w grupach, metodg okienek informacyjnych, przypominajg wiadomosci
zwigzane z ciggiem arytmetycznym i ciggiem geometrycznym - w kazdym okienku
powinna znalez¢ si¢ jedna informacja.

2. Grupy krotko prezentujg swoje pomysty - wykonane plakaty umieszczajg na Scianach
klasy tak, aby mozna bylo je wielokrotnie wykorzystac.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ i i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w 5 grupach. Metodg analizy przypadku zapoznajg si¢ materiatami
zamieszczonymi w sekcji ,,Przeczytaj’, oraz ogladajg animacje. Przy czym kazda grupa
zapoznaje si¢ tylko z jednym przyktadem.

2. Teraz przedstawiciele grup prezentujg zadania, ktore analizowali, ttumaczac
i pokazujac ich rozwigzania tak, aby pozostali uczniowie nauczyli si¢ rozwigzywac
zadania danego typu.

3. Koncowym elementem tej czesci lekciji jest utozenie krotkiego planu rozwigzania
zadania z ciggiem geometrycznym i arytmetycznym.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia interaktywne 1 - 4 z sekcji ,Sprawdz

”

sie”.



2. Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji. Uczniowie ci rowniez dokonujg oceny
kolezenskiej prac grup i samooceny.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych 5 - 8 z sekcji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

» Ciaggi - wlasnosci ciggow arytmetycznych
» Cigg geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Z filmem samouczkiem i materiatami z sekcji ,Przeczytaj’, wybrani uczniowie mogg
zapoznac sie¢ w domu i w czasie zaje¢ wystepowac w charakterze ekspertow.
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