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Stowo ryzyko kojarzy nam sie z reguty

z czymsS niebezpiecznym, wrecz groznym.

A przeciez czesto bez ryzyka nie ma szans na
pozytywna zmiane i sukces. Kluczowym
elementem jest wiec identyfikacja nagrody za
podejmowane ryzyko. Gtownymi
wskaznikami s3 tu: wskaznik zysk - ryzyko

i warto$¢ oczekiwana. Wskaznik zysk -
ryzyko jest bardzo prosty do wyznaczenia

w operacjach finansowych. Dzielimy bowiem
maksymalna kwote, jaka mozemy zarobic,
przez maksymalng kwote, jakg mozemy
straci¢. Z reguty obliczenie tego wskaznika
nie daje nam jeszcze jednoznacznej
odpowiedzi czy warto ryzykowac. Okreslamy
wiec warto$¢ oczekiwang zyskow. Jezeli jest
ona dodatnia - mozna zastanawiac si¢ nad
przystgpieniem do danej spoiki,

-
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Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.



inwestowaniem w dane przedsiewziecie, czy podjeciem gry.

Pojecie wartosci oczekiwanej, ktore poznamy blizej w tym materiale, jest wykorzystywane
w teorii decyzji oraz teorii gier, jako jedno z podstawowych kryteriow dokonywania
wyborow strategicznych.

Zagadnieniami zwigzanymi z warto$cig oczekiwang gry zajmowat sie siedemnastowieczny
holenderski matematyk i fizyk Christiaan Huygens.

Twoje cele

o Podasz przyklady zmiennych losowych.

o Okreslisz rozktad zmiennejlosowe;j.

e Obliczysz warto$¢ oczekiwang zmiennejlosowe;.

» Zinterpretujesz wynik obliczen wartosci oczekiwane;.




Przeczytaj

Zmienna losowa

Bardzo czesto spotykamy sie ze zdarzeniami, z ktorymi wigza sie¢ pewne warto$ci liczbowe.
Na przyktad:

« liczba telefonow, ktora odbierzesz w przysztg srode,

» liczba lisci, ktore dzisiaj wiatr straci z drzewa stojacego przed Twoim domem,

» suma liczb oczek, ktore wypadna w czasie rzutu czterema kostkami do gry.

Choc¢ trudno okresli¢ konkretny wynik w rozwazanych powyzej sytuacjach, jednak istnieje
zakres wartosci liczbowych (nie zawsze prosty do ustalenia), ktore dana wielko$S¢ moze
przyjmowac. Na przyktad suma liczb wyrzuconych oczek na czterech kostkach bedzie
zawsze nie mniejsza niz 4 i nie wigksza niz 24. Natomiast przyczyny, dla ktorych kazda

z tych wielkoSci przyjmuje okreslong wartos¢, sa natury losowe;.

Takie wielko$ci nazywamy zmiennymi losowymi. Zmienne losowe tradycyjnie oznaczamy
duzymi literami: X, Y, Z.

Rozwazmy nastepujaca gre: rzucamy moneta. Jesli wypadnie orzet - placimy 2 zi, jesli
wypadnie reszka - otrzymujemy 3 zi.

Modelem probabilistycznym opisanego do§wiadczenia jest para (2, P), gdzie Q = {O, R},
P(O) = P(R) =0,5

Kazdemu wynikowi tego do$wiadczenia w; € Q, gdzie ¢ € {1, 2} przyporzadkowana jest
pewna liczba z;, € {—2, 3}, gdzie k € {1, 2}.
Rozklad zmiennej losowej

L —2 3

W zbiorze (2 okreslilismy wiec pewna funkcje o warto$ciach rzeczywistych, przyjmowanych
losowo. W rachunku prawdopodobienstwa funkcje okreslone na zbiorze {2 (przyjmowac
bedziemy, ze jest to zbior skonczony) nazywa sie zmiennymi losowymi.

Definicja: Zmienna losowa

Kazdg funkcje okreslong na zbiorze skonnczonym €2 o warto$ciach rzeczywistych
nazywamy zmienng losowa.



Rozpatrujac zmienng losowa, najczesciej interesuje nas jakie przyjmuje wartosci i z jakim
prawdopodobienstwem. Te informacje mozna przedstawi¢ w postaci tabelki. W pierwszym
wierszu tabelki wpisujemy wszystkie mozliwe wartoSci przyjmowane przez zmiennag,

a w drugim - prawdopodobienstwa odpowiadajace tym wartosciom. Takie dane o zmiennej
losowej nazywamy jej rozkladem.

Przyktad 1

W urnie s3 trzy kule biate i cztery zielone. Gracz wyciaga losowo jedng kule. Jesli
wyciagnie kule bialg, to ptaci 5 zl, jesli zielona to otrzymuje 4 zt.

W tabelce przedstawiamy rozktad zmiennejlosowej modelu probabilistycznego tego

doswiadczenia.
Rozklad zmiennej losowej
pi 3 T

Definicja: Rozktad zmiennej losowej
Rozktadem zmiennejlosowej X nazywamy zbior:

{(wl’ pl)’ ($27 p2)7 sy (xna pn)},

gdzie:
p; — jest prawdopodobienstwem, z jakim zmienna losowa X przyjmuje warto$¢ x;,

1=1,2, ..., n.
W rozktadzie zmiennejlosowej suma wszystkich prawdopodobienstw jest rowna 1.
pr+p+...+p,=1
Rozktad zmiennejlosowej X zapisujemy tez w postaci:
X~{(z1, p1), (2, P2), ---, (Tn; Pn)}
Przyktad 2

Rzucamy dwiema monetami. Podamy rozktad zmiennejlosowej, ktora kazdemu wynikowi
przypisuje liczbe ortow, ktore mogg wypasc.
Rozklad zmiennej losowej

N

1 2
p; T T

Wartos¢ oczekiwana
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Wartos¢ oczekiwana w prawdopodobienstwie (wartos¢ Srednia, przecietna, nadzieja
matematyczna) to wartos¢ okreslajgca spodziewany wynik doswiadczenia losowego, przy
zalozonym prawdopodobienstwie jego wystepowania. Na przyktad w rzucie 100 razy
monety, oczekujemy, ze 50 razy wypadnie orzet i 50 reszka.

W statystyce, w populacji estymatorem wartosci oczekiwanejw probie jest z reguly Srednia
arytmetyczna, ale niekiedy tez mediana czy moda.

Definicja: Wartos¢ oczekiwana
Niech X bedzie zmienng losowg taka, ze X~{(z1, p1), (z2, P2); ---, (ZTn, Pn)}-
Liczbe

EX =x1p1 + xop2 + ... + 0,

nazywamy wartoscia oczekiwang zmiennejlosowej X.

Litera £ w nazwie wartosci oczekiwanej jest pierwszg litera francuskiego stowa esperance
- nadzieja.

Przyktad 3

Rzucamy dwiema kostkami w ksztalcie czworoscianow foremnych, na Sciankach ktorych
zapisane sg liczby 1, 2, 3, 4. Jezeli wypadnie suma oczek podzielna przez 6 wygrywamy
80 zl, w przeciwnym wypadku ptacimy 16 z}. Obliczymy warto$¢ oczekiwang wygrane;

w tej grze.

Mamy zmienng losowg X, ktorejwartosciami sg liczby, bedace kwotami wygrane;.
Rozklad zmiennej losowej

x; —16 80
p; 16 13—6
Warto$¢ oczekiwana w tej grze wynosi:
EX=-16-12+80- 3 =—-13+15 =2
W tej grze ,$rednio” mozemy oczekiwac¢ wygranejw jednej grze w wysokosci 2 zt.
Gre nazywamy sprawiedliwg, jezeli jej warto$¢ oczekiwana jest rowna 0.
Przyktad 4

Rzucamy kostka do gry. Jezeli wypadnie liczba oczek mniejsza od 5 wygrywamy 10 zt,
w przeciwnym razie placimy a zt. Znajdziemy liczbe a wiedzac, Ze gra jest sprawiedliwa.
Rozklad zmiennej losowej
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Rozklad zmiennej losowej

T; —a 10

2
pi 5

SRS

EX:—a.%_f_l().%:_%a_{_%

Gra ma by¢ sprawiedliwa, zatem EX = 0.

2a 40 __
—%5 +35 =0

—2a = —40
a =20
OdpowiedZ:

Aby gra byta sprawiedliwa, musielibySmy placi¢ 20 zt w przypadku wyrzucenia liczby
oczek wiekszejod 4.

Przyktad 5

Pudlo zawiera 3 kule czerwone i 5 brgzowych. Gra polega na jednoczesnym losowaniu
trzech kul z pudta. Za kazda wylosowang kule bragzowa gracz otrzymuje y zt, a za kazda
wylosowana kule czerwong placi z zt. Oznaczmy przez X zmienna losowa, opisujacg
wygrang gracza. Okreslimy zwigzki miedzy liczbami y, z przy ktorych gra bedzie
sprawiedliwa, korzystna, niekorzystna dla gracza.

Przy jednoczesnym losowaniu trzech kul z danego pudta, liczba wszystkich zdarzen
elementarnych to:

Losujac trzy kule mozna wylosowac:

G _

0 kul brgzowych (same czerwone) z prawdopodobienstwem —¢- = £,

e jedng kule brazows (i dwie czerwone) z prawdopodobienstwem ——z=—— = ¢,
(2) ()
* dwie kule brgzowe (i jedng czerwong z prawdopodobienstwem) === = %,

B _

trzy kule brazowe z prawdopodobienstwem —¢- = =¢.
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Zapisujemy rozktad zmiennej X.
Rozklad zmiennej losowej
y+(—22) 2y +(—2)

1 15
56

30
56

p;
Obliczamy wartos¢ oczekiwang zmiennej X.

EX= -3z g +[y+(-22)] - 5 +[2y+ (-2)] 35 + 3y 55

EX — 105gg63z _ 15yg9z

Gra bedzie sprawiedliwa, jezeli EX = 0, czyli % = 0.
15y8—9z —0

15y —92=0

_ 15, _ 5
F=9Y=73Y

Gra bedzie korzystna dla gracza, jezeli EX > 0, czyli gdy z < %y

OdpowiedZ:

dla gracza, gdy z > %y

Stownik

zmienna losowa

nazywamy zmienng losowg
wartosc oczekiwana
niech X bedzie zmienng losowq taka, ze X~{(z1, p1), (z2, p2),

EX =z1p1 +x2p2 + ... + Tupn

nazywamy warto$cia oczekiwang zmiennejlosowej X

10
56

Gra bedzie niekorzystna dla gracza, jezeli EX < 0, czyli gdy z > %y.

Gra bedzie sprawiedliwa, gdy z = %y, korzystna dla gracza, gdy z < %y, niekorzystna

kazdg funkcje okreslong na zbiorze skonczonym €2 o warto$ciach rzeczywistych

«o oy (@, pn)};liczbe



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, ktéra przyblizy Ci zagadnienia zwigzane z wartoscia
oczekiwana. Postaraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé prezentowane tam problemy,
a nastepnie poréwnaj z zamieszczonymi w prezentacji.

Polecenie 2

Cena pewnego towaru waha sie. Przyjmuje raz w tygodniu (6 dni) wartos$¢ 12 zt, trzy razy
w tygodniu wartos$¢ 24 zt i dwa razy 6 zl. Oblicz oczekiwang cene tego towaru.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rzucamy kostka do gry. Wartos$¢ oczekiwana liczby
wyrzuconych oczek jest rowna:

o O O
v~

O 2

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rzucamy 5 razy moneta. Jesli zmienna losowa przyjmuje
wartosci rowne liczbie otrzymanych reszek, to jej wartosé oczekiwana jest rowna:

O 1,5
O 2,5
O 3

O 2

O 1



Cwiczenie 3

Rzucamy dwiema kostkami do gry. Interesuje nas suma liczb wyrzuconych oczek. Uzupetnij
tabelke rozktadu zmiennej losowej opisujgcej to doswiadczenie.
Przeciggnij odpowiednie utamki zwykte nieskracalne.

5 2
2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, 2 2

B0
cnlo‘

10

11

12




Cwiczenie 4

Czestaw bierze udziat w nastepujacej grze. Rzuca monetg i kostka. Jezeli wypadnie orzet lub
reszka i parzysta liczba oczek, to wygrywa x; = 10 zt. Jesli wypadnie orzet lub reszka i 1 to
wygrywa zo = 20 zt. Jesli wypadnie 3 lub 5 i orzet lub reszka, musi zaptaci¢ pewna kwote x3.
Ustal jaka to kwota, jesli gra jest sprawiedliwa. Uzupetnij tabelke, przeciggajac odpowiednie
liczby.

10, 20, 4+, —35, —15, —30, +, +, +

Di

10

20

o[




Cwiczenie 5
Rzucamy cztery razy moneta. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci réwne liczbie reszek,

ktére wypadty w tych rzutach. W tabelce przedstawiono jej rozktad.

Rozktad zmiennej losowej

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Liczba b stanowi 1,5 liczby a.

0 Po obliczeniu wartosci oczekiwanej mozemy powiedziec¢, ze w rzucie czterema
monetami przecietnie wypadajg wiecej niz dwa orty.

(] Liczba a jest réwna 0, 25.

(] EX=2,5.



Cwiczenie 6

Na niesymetrycznej monecie orzet pojawia sie $rednio w 60% rzutéw. Grasz w nastepujaca
gre. Rzucasz raz ta moneta. Jezeli wypadnie orzet - ptacisz 2 zt. Jezeli wypadnie reszka -

otrzymujesz 3 zt.
Wskaz prawidtowe odpowiedzi.

Rozktadem zmiennej losowej X opisujacej te gre jest zbior

C)

Cwiczenie 7

Niech X bedzie zmienng losowg przyjmujacg wartosci rowne liczbie sukcesow w jednej probie
Bernoulliego. Oznaczmy przez p prawdopodobienstwo sukcesu w tej prébie. Znajdz wartosc

oczekiwang zmiennej X.

@

Cwiczenie 8

W koszyku znajduje sie nie mniej niz szes¢ kul, w tym trzy biate. Z koszyka wyciggamy od razu

trzy kule. Niech X oznacza liczbe wyciggnietych kul biatych. Oblicz, ile jest wszystkich kul
w koszyku, jesli wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X jest réwna %



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Warto$¢ oczekiwana

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;

5) oblicza wartos$¢ oczekiwang, np. przy ustalaniu wysokosci wygranejw prostych grach
losowych i loteriach.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje przyklady zmiennych losowych

 okresla rozktad zmiennejlosowej

 oblicza wartos¢ oczekiwang zmiennejlosowej
 interpretuje wynik obliczen wartosci oczekiwanej



» dobiera odpowiedni model matematyczny do rozwigzania problemu
probabilistycznego z kontekstem realistycznym

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o zgaduj - zgadula
o gradydaktyczna

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» monety, kostki do gry

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Dwoch uczniow w domu przygotowato zagadki, ktorych rozwigzaniami sg podstawowe
pojecia, definicje, twierdzenia, wiasnosci prawdopodobienstwa poznane do tej pory
przez uczniow.

2. Wstepna czes¢ zaje¢ prowadzg wiec c¢i uczniowie. Pod ich kierunkiem, w formie
zgaduj - zgaduli uczniowie powtarzaja i przypominajg sobie wiadomosci i umiejetnosci
probabilistyczne.

3. Warto, aby dla najaktywniejszych uczniéw przygotowane byly nagrody - niekoniecznie
w formie dobrych ocen.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach. Zadaniem kazdej grupy jest wymyslenie gry — z uzyciem
monet lub kostek do gry - ktora w ich przekonaniu bedzie sprawiedliwa i takiej, ktora
w ich przekonaniu bedzie niesprawiedliwa.

2. Grupy prezentuja swoje dokonania. Dyskusja - jaka gre mozna uznac¢ za sprawiedliwa,
a jaka nie. Jak to sprawdzic.

3. Swoje przypuszczenia uczniowie sprawdzajg, zapoznajgc si¢ z materiatem zapisanym
w sekcji ,Przeczytaj” i prezentowanym w prezentacji multimedialne;.



4. Teraz kazda z grup dokonuje ewentualnych modyfikacji wymyslonych przez siebie

wczesniej gier. Grupy wymieniajg sie grami. Kazda grupa oblicza wartos¢ oczekiwang

wygranejw otrzymanych grach. Nastepnie co najmniej 10 razy gra w kazdg
z otrzymanych gier (jesli to bedzie mozliwe), zapisuje wyniki i porownuje
z obliczeniami.

Faza podsumowujaca:

1. Przedstawiciele grup omawiaja wyniki prac swoich grup. Dyskusja — czy i dlaczego
obliczenia teoretyczne nie zawsze pokrywaja sie z rzeczywistymi wynikami gry.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i osob, ktore przygotowaly i prowadzily zgaduj - zgadulg.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu ¢wiczenia interaktywne.
Materialy pomocnicze:

Wiasnos$ci prawdopodobienstwa

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje¢ multimedialng mozna wykorzysta¢ w czasie zaje¢ ze statystyki, omawiajgc
zagadnienia zwigzane ze Srednimi.


https://epodreczniki.pl/b/wlasnosci-prawdopodobienstwa/PhgIp4Ran

