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Zrédto: Ralph Ravi Kayden, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Odlewniczy chce wykona¢ model zeliwnego zelazka w ksztalcie graniastostupa
prawidtowego trojkatnego. Ile materiatu zuzyje na wykonanie tego modelu?

Podczas dzisiejszejlekcji dowiesz si¢ jak tfatwo i sprawnie rozwigzac tego typu problemy.
Dowiesz si¢ rowniez czym jest i w jaki sposob obliczy¢ pole powierzchni catkowitej
graniastostupa prawidtowego trojkatnego.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ co to jest pole powierzchni graniastostupa prawidlowego trojkatnego.
» Dowiesz si¢ jak oblicza¢ pole powierzchni graniastostupa prawidlowego trojkatnego

z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.



Przeczytaj

Wsrod Scian graniastostupa prawidtowego trojkatnego wyrdzniamy dwie podstawy i trzy
Sciany boczne. Sume powierzchni Scian bocznych graniastostupa prawidtowego
trojkatnego nazywamy jego powierzchnig bocznga. Zatem powierzchnia boczna
graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest suma prostokatow, a sume pol tych
prostokatow nazywamy polem powierzchni bocznej graniastostupa prawidlowego
trojkatnego. Podstawami graniastostupa prawidtowego trojkatnego sa trojkaty
rownoboczne, a sume ich pdl nazywamy polem podstaw graniastostupa prawidtowego
trojkatnego.

Definicja: Pole powierzchni catkowitej
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Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego definiujemy jako
sume pol jego podstaw i pola powierzchni bocznej. Wobec tego pole powierzchni
catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest rowne polu jego siatki.
ZaleznoSc¢ te opisuje wzor:

Py = 2P, + P, = 3 1 3ah

gdzie h jest dlugoscia wysokoSci graniastostupa prawidlowego trojkatnego, a jest
dtugoscia krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego trojkatnego.

Przyktad 1

Obliczymy pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego dla
ktorego przekatna Sciany bocznejma dtugosc 0, 5 i jest nachylona do krawedzi podstawy
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pod katem, ktorego tangens jest rowny @

Rozwigzanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dlugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa.

Z warunkow zadania mamy kolejno

_ |FC|
tg o = aer
h _ V3
a 2
h:‘/ga.
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Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa do tréjkgta AC'F podstawiajgc jednoczesnie

zalezno$¢ h = @a. Otrzymujemy kolejno

2 3,2 __ 1
a” + ja” = g,

a?= 1,
o L
Stad h = %. Mozemy obliczy¢ pole powierzchni calkowitej naszego graniastostupa

NA%
V3 (+F) 3 NN
Ppe === +3ah=-—F5—+3 -7 - =7
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Przyktad 2

O graniastostupie prawidtowym trojkatnym wiadomo, ze kosinus kata miedzy przekatng

Sciany boczneji krawedzig podstawy wynosi —3\1/01—0

oraz promien okregu opisanego na
podstawie graniastostupa wynosi 41/3. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego

graniastostupa.

Rozwiazanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy, b > 0 dtugo$¢ wysokosci oraz d > 0
dtugos¢ przekatnej Sciany bocznej rozwazanego graniastostupa. Promien okregu
opisanego na trojkacie rownobocznym stanowi % wysokosci podstawy graniastostupa,

zatem otrzymujemy “*2/5 : % — 44/3, czylia = 12.
Z warunkow zadania mamy

_ JAC]
Cosox = W,

2_3\/1_0
d — "10
12 _ 3V10
d = 10 >
d = 4/10.

Wyliczymy teraz dlugos¢ wysokosci graniastostupa. Zastosujemy twierdzenie Pitagorasa
do trojkata AC'F'. Otrzymujemy kolejno



42 =a + R2,

160 = 144 + h?,

h =4.

Mozemy obliczy¢ pole powierzchni calkowitejnaszego graniastostupa
P =28 1 3ah = 1208 L 3.12.4 = 72v/3 + 144.

Przyktad 3

Graniastostup prawidlowy tréjkatny o objetosci 24+/3 przecieto plaszczyzna
przechodzacg przez krawedz podstawy i jeden z wierzchotkow drugiej podstawy, tak, ze
tworzy ona z ptaszczyzna podstawy kat, ktorego tg o = V3. Obliczymy pole powierzchni
catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie:

Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy oraz h > 0 dtugos¢ wysokosci
rozwazanego graniastostupa. Z warunkow zadania mamy kolejno
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Nastepnie mamy

V=28

a2£1/§ . %a — 24\/5’

3a38\/§ _ 24\/§’

Wyliczymy teraz dlugo$¢ wysokosci graniastostupa h = %a = 6. Mozemy obliczy¢ pole
powierzchni calkowitej naszego graniastostupa

Pe=%8 1 3ah =23 13.4.6=8V3+72

Przyktad 4

W graniastostupie prawidtowym trojkgtnym sinus kata jaki tworzy przekatna Sciany
bocznej z sgsiednia $ciang boczng wynosi %. Objetosc¢ graniastostupa jest rowna %.

Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Rozwigzanie:
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Niech a > 0 oznacza dlugo$c¢ krawedzi podstawy, h > 0 dtugo$¢ wysokosci oraz d > 0
dtugos¢ przekatnej $ciany bocznej rozwazanego graniastostupa. Trojkat APF jest

prostokatny. Odcinek |CP| = %a oraz |AP| = & 3 7 warunkéw zadania mamy kolejno




|AP|
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Sina:ﬁ,
oF
d — 4
d = 2v/3a.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AC'F mamy

d2 — 0,2 4 h2,
a’® + h? = 1242,
h = +/1la

Mozemy wyliczy¢ dlugo$¢ krawedzi podstawy. Otrzymujemy

V=28
a® =1,
a=1

Wyliczymy teraz diugo$¢ wysokosci graniastostupa b = v/ 1la = V/11. Mozemy obliczy¢
pole powierzchni catkowitej naszego graniastostupa

P =28 1 3ah =L +3.1.V11 = £ 4+ 311,

Przyktad 5

W graniastostupie prawidlowym trojkatnym ABCDEF poprowadzono ptaszczyzneg m
przechodzacg przez wysoko$¢ dolnej podstawy AP, gdzie P jest spodkiem wysokosci

i wierzchotek F' gornej podstawy, tak, ze ptaszczyzna m tworzy z plaszczyzng podstawy
kat ktorego tangens jest rowny 24/3. Pole przekroju graniastostupa wyznaczonego przez
plaszczyzne 7 jest rowne 8v/ 39. Obliczymy pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:



Niech a > 0 oznacza dlugo$¢ krawedzi podstawy, h > 0 dlugos¢ wysokosci oraz d > 0
dlugosc¢ przekatnej Sciany bocznejrozwazanego graniastostupa. Trojkat prostokatny
APF jest przekrojem graniastostupa wyznaczonym przez plaszczyzne 7

o przyprostokgtnych |AP| = ¥ 3 oraz |PF| = 4/h? + +a2. Z warunkéw zadania mamy

__ |CF|
thé— W,
2 =23,
2
h = +/3a.

Wiemy ponadto, ze

%-aTﬂ-\/hQ—F%a? — 8+/39.
Otrzymujemy kolejno

avs /302 + La? = 81/39

av3  aV13

3 —8V3Y,

a2v/39 20

4vB — 8v/39,

a = 8.

Wyliczymy teraz dugoé¢ wysokosci graniastostupa h = v/3a = 8v/3. Mozemy obliczy¢
pole powierzchni catkowitej naszego graniastostupa



| Po= 28 1 30h = 3 1 3.8.83 = 2243,

Stownik

graniastostup prawidtowy trojkatny

graniastostup prosty, ktérego podstawq jest trojkat rownoboczny
siatka graniastostupa prawidtowego tréjkatnego

przedstawienie graniastostupa na plaszczyznie, powstajgce poprzez “rozciecie”
niektorych jego krawedzi tak, aby dalo si¢ roztozy¢ Sciany na plaszczyznie

twierdzenie Pitagorasa

w dowolnym trojkacie prostokgtnym suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest
rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej tego trojkata




Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie wykonaj polecenia zamieszczone pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DVpTahv5t

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej pola powierzchni graniastostupa
prawidtowego tréjkagtnego.



https://zpe.gov.pl/a/DVpTahv5t

Polecenie 2
Na podstawie informacji zawartych w filmie zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Zdanie TAK NIE

Podstawami graniastostupa
prawidtowego trojkatnego
sg trojkaty prostokatne,
a sume ich pél nazywamy O O
polem podstaw
graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego.

Sume powierzchni $cian
bocznych graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego O O
nazywamy jego
powierzchnig catkowita.

Sume pél podstaw
graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
i pola jego powierzchni
bocznej nazywamy polem O O
powierzchni catkowitej
graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego.

Pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy a O O
i wysokosci h wynosi

P, = %3 4 3qh.

Polecenie 3

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym przekatna sciany bocznej o dtugosci 2\/5 tworzy
z wysokoscig graniastostupa kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy tréjkatny.

Na podstawie danych z rysunku oblicz pole powierzchni catkowitej i zaznacz prawidtowg
odpowiedz.

O P.=2%3+180

O P.=2%V3+180




Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy tréjkatny.

h COStx =

Ut —

Na podstawie danych z rysunku oblicz pole powierzchni catkowitej i zaznacz prawidtowg
odpowiedz.

O P.= %\/5(1+12\/§)
O P.— %\/5(1+12\/6)

() P.=3V3+9



Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy tréjkatny.
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Na podstawie danych z rysunku oblicz pole powierzchni catkowitej i zaznacz prawidtowg
odpowiedz.

O P, =33 436
O P.=2%2 136

O P, =35 460



Cwiczenie 4

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo

,Fatsz".

Zdanie Prawda Fatsz

Pole powierzchni
catkowitej graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy O O
rownej \/5 i wysokosci \/6
jest rowne 7/3.

Wysoko$¢ graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy 2\/6
i polu powierzchni O O
catkowitej 36\/§jest rowna
2v/2.
Pole powierzchni bocznej
graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego
o krawedzi podstawy 3 O O
i przekatnej Sciany bocznej
3v/3 WYynosi 27/2.

Dtugos¢ krawedzi
podstawy graniastostupa
praW|d’row<?gf) trOJk.atnego O O
o wysokosci 5\/§| polu
powierzchni bocznej 120
WYnosi 44/3.




Cwiczenie 5

Uzupetnij podany tekst, przeciggajac poprawng odpowiedz w puste pole.

graniastostupa prawidtowego tréjkatnego nazywamy sume pél jego , ktore
sa _____________________ ------------- graniastostupa prawidtowego tréjkatnego nazywamy sume ------------------
tegg granlastos’rupaktore s3 _____________ Pole powierzchni catkowitej graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego to suma ________________ Pole powierzchni catkowitej graniastostupa

,,,,,,,,,,,,,,

trojkatami réwnobocznymi ’ ‘ Polem powierzchni bocznej ’ ‘ pol scian bocznych ’

a2§/3 + 3ah ’ ‘ pola trojkatow i prostokatow ’ ‘ pol podstaw i pola powierzchni bocznej ’
polem catkowitym ’ ‘ prostokatami ’ “gﬂ + 3ah ’ ‘122—\/3 + 4ah ’ ‘ Polem podstaw ’
a2

tréjkatami prostokatnymi ’ ‘ podstaw ’

;/g + 3ah ’ ‘ Tréjkatami rownoramiennymi ’




Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy tréjkatny.
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Zaznacz wzory prawidtowo opisujace zalezno$ci w tym graniastostupie.

ap 2
) Pc= ﬁf” + By

_ 43V

D h - 3(12
2P.—a?V'3
(] h— 2

3a®y/3+4V
J Pc:—a‘é;

Cwiczenie 7 @
Przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosc d, a kat jej

nachylenia do krawedzi podstawy wynosi a. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.



Cwiczenie 8 @

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym przekatna $ciany bocznej ma dtugosc p,
a wysokos¢ podstawy ma dtugosé d. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Cwiczenie 9 @

Jaka powinna by¢ dtugos¢ krawedzi podstawy i wysokosci graniastostupa prawidtowego
tréjkatnego, ktorego objetosc jest rowna 4\/§, a pole powierzchni catkowitej 2\/§ + 24?
Krawedz podstawy i wysokos$¢ sg liczbami catkowitymi.

Cwiczenie 10 @

Objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego jest rowna 40, 5. Pole podstawy
graniastostupa jest rowne polu jednej Sciany bocznej. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pole powierzchni graniastoslupa prawidlowego trojkatnego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

zakres rozszerzony

VIIL. Trygonometria

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 1807,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°,60°;

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

X. Stereometria
Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) wyznacza przekroje szeScianu i ostrostupow prawidtowych oraz oblicza ich pola, takze
z wykorzystaniem trygonometrii;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje obywatelskie;
« kompetencje cyfrowe;



» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e zna pojecie graniastostupa, graniastostupa prostego, graniastostupa prawidtowego,

» zna pojecie pola powierzchni bocznej, pola powierzchni podstaw oraz pola
powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego trojkatnego,

e opisuje podstawowe wilasno$ci graniastostupa prawidtowego trojkatnego,

» wykorzystuje podstawowe wilasnosci graniastostupéw prostych i prawidtowych do
nieskomplikowanych obliczen dotyczgcych obliczania jego pola powierzchni
catkowite;j,

 stosuje funkcje trygonometryczne oraz wiasnosci trojkatéow prostokatnych do
obliczania dlugosci odpowiednich odcinkow w graniastostupie prawidiowym
trojkatnym

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
o konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa
 dyskusja panelowa
 dyskusja

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg zajec:

Przed lekcja



» Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami z poprzednich lekcji dotyczacymi graniastostupow
prawidtowych.

Faza wstepna:

1. Prowadzacy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc¢ sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggniecia w trakcie lekcji o temacie: “Pole powierzchni
graniastostupa prawidtowego trojkatnego”

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq sie
z informacjami z dziatu ,,Przeczytaj”. Analizujg przedstawione przykiady i notuja
pytania. Nastepnie przedstawiaja pytania na forum klasy. Odpowiadaja na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg material przedstawiony w sekcji “Animacja 3D”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily si¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzuja zadania 1-5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za
aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z dziatu ,Sprawdz si¢”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
o Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa
Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:
Pole powierzchni graniastostupa

Wskazowki metodyczne:

Film samouczek mozna wykorzysta¢ na lekciji o katach i odcinkach w graniastostupie
prawidtowym tréjkgtnym.
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