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Zrédto: Pawet Czerwinski, dostepny w internecie: www.unsplash.com, domena publiczna.

Plaszczyzny w przestrzeni mogg by¢ rownolegle, pokrywajgce si¢ lub przecinajgce sie.
Szczegolnym przypadkiem plaszczyzn przecinajacych sie sa ptaszczyzny prostopadte.

W materiale okreslimy i wskazemy rozne plaszczyzny, ktore przecinajg sie pod katem
prostym. Bazujgc na cze¢sci teoretycznej materiatu i omoéwionych przyktadach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

e Okreslisz, kiedy dwie plaszczyzny nazywamy prostopadtymi.
» Wskazesz ptaszczyzny prostopadie w brylach geometrycznych.
» Ocenisz swojg wiedze, rozwiazujac zestaw ¢wiczen interaktywnych.

o Zastosujesz zdobyta wiedze do rozwigzywania probleméw matematycznych.



Przeczytaj

Zdefiniujmy, kiedy dwie ptaszczyzny sg prostopadie.
Definicja: Ptaszczyzny prostopadte

Dwie plaszczyzny nazywamy prostopadtymi, jesli jedna przechodzi przez prostg
prostopadlg do drugiej plaszczyzny.

e

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono model graniastostupa prostego pieciokatnego. Ustalimy, ktore
plaszczyzny, zawierajace Sciany tego graniastostupa s prostopadie.




Poniewaz graniastostup jest prosty, to kazda ze scian ABLK, BCML,CDNM, DEON,
AFEOK jest prostopadia do podstaw ABCDE i KLMNO.

W pieciokacie, ktory jest podstawa graniastostupa dwa katy sg proste CBA i BAE.

Zatem mamy ABLK | BCML oraz ABLK | AEOK.

Z plaszczyznami prostopadtymi zwigzane sg ciekawe twierdzenia, ktore pozwalajg
zrozumiec¢ zalezno$ci miedzy tymi obiektami w przestrzeni.

Twierdzenie: Prosta lezgca na ptaszczyznie prostopadtej

Jezeli dwie plaszczyzny sg do siebie prostopadie, to prosta potozona na jednejz nich
i prostopadta do ich krawedzi wspolnej jest prostopadta do drugie;j.

Dowadd

Dane s3 dwie plaszczyzny: pi g prostopadie do siebie. Z dowolnego punktu D krawedzi
AB poprowadzmy dwie proste prostopadie do AB: DC potozong na ptaszczyznie ¢i DE
na plaszczyznie p.
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Z zatozenia wynika, ze kat dwuscienny miedzy plaszczyznami pi g jest prosty, a ze kat
CDFE jest jego katem liniowym, wigc i kat CDFE jest prosty, czyli CD L DE.
Z konstrukeji wynika, ze CD | AB,zatem CD L p.

Przyktad 2

Dany jest prostopadioscian ABCDEFGH. Sprawdzimy, czy liczba ptaszczyzn
zawierajacych Sciany tego prostopadlo$cianu, ktore sa prostopadie do ptaszczyzny
EFGH jest wieksza niz liczba plaszczyzn zawierajgcych $ciany tego prostopadtoscianu,
ktore sa prostopadie do ptaszczyzny ADHE.

H G

Rozwigzanie:


javascript:void(0);

Plaszczyzny zawierajace Sciany tego prostopadioScianu, ktore sg prostopadie do
ptaszczyzny EFGH: ABFE, BCGF, DCGH, ADHE.

Plaszczyzny zawierajace Sciany tego prostopadioScianu, ktore sg prostopadie do
plaszczyzny ADHE: ABFE, ABCD, EFGH, DCGH.

Zatem omawiana liczba ptaszczyzn prostopadtych w obu przypadkach jest taka sama.

Przyktad 3

Wiedzac o tym, ze plaszczyzny ABS i ADS sa prostopadte do ptaszczyzny ABCD,
obliczymy sume dlugosci krawedzi bryly z ponizszego rysunku, jezeli jej podstawa jest
kwadrat ABCD.
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Niech T bedzie szukang suma.

Korzystajac z faktu, ze ptaszczyzny ABS i ADS sa prostopadle do ptaszczyzny ABCD,
obliczamy dtugosci odpowiednich odcinkow:

IBS| = /82 + 42 = /80 = 4V/5
|AC| = V42 + 42 = /32 =42

DS| = |BS

S| = \/(4¢§)2+82:mz¢%:4¢6

Zatem szukana suma dtugosci krawedzi bryty ABC' DS wynosi:



T=4-44+2-4V/5+8+4y6 =16+ 85+ 8+ 46 = 24+ 85+ 46

Prostopadtos¢ ptaszczyzn mozemy bada¢ rowniez wtedy, gdy dane s3 ich rownania np.
zapisane w postaci ogolne;j.

Dwie plaszczyzny zadane rownaniami w postaci ogolne;j:
Q:Ax+ Byy+ Ciz+ Dy = 0, gdzie Ay, By, C; € Roraz A2+ B2+ C2>0
T:Asx + Byy+ Cyz+ Dy = 0, gdzie Ay, By, Cy € R oraz A + B2+ Cy2 >0
sa prostopadte, gdy zachodzi nastepujacy warunek:

A1 A+ By By +C1-Cy =0
Przyktad 4

Wyznaczymy, dla jakich wartoSci parametru m plaszczyzny zadane rownaniami
mx + 2y — z+ 1 = 0 oraz 3z + 3my + z + 5 = 0 s3 prostopadte.

Rozwigzanie:

Wypisujemy wartosci wspotczynnikéw w rownaniach ptaszczyzn:

Ai=m
B, =2
C;=-1
Ay =3
By =3m
Cy =1

Obliczamy wartos¢ wyrazenia:
A1°A2+Bl'32+01°02:m'3+2'3m+(—1)‘1:3m+6m—1:9m—1
Zatem do wyznaczenia warto$ci m rozwigzujemy rownanie:

9 —1=0

_ 1
Wobec tegom = 5.

Stownik
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prostopadtosc¢ prostych w przestrzeni

proste sg prostopadle w przestrzeni, gdy przecinaja si¢ pod katem prostym lub proste
powstale przez przesuniecie rownolegle tych prostych przecinaja si¢ pod katem
prostym

kat dwuscienny

kazda z dwoch czesci przestrzeni, na jakie dzielg ja dwie potptaszczyzny, nazywane
Scianami kata dwusciennego, majgce wspolng krawedz, wraz z punktami kazdej
polptaszczyzny

réwnanie ptaszczyzny

rownanie postaci
Ar+ By+Cz+ D=0

gdzieA,B,C’E]RorazA2—|—B2—|—C2 >0



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D1GtxkpoC

Polecenie 2

Sprawdz, czy ptaszczyzny QQ i T' sa prostopadte, jezeli s okreslone réwnaniami:
a.@Q:3x—2y+z—2=0orazT:6x+9y—2+2=0
b.Q:—4x —y+2z—3=0o0razT:2x +6y+72+1=0
c.Q:2vV2x+3y+z2z—1=0o0razT:v2z +2y—102=0

Polecenie 3

Zbuduj algorytm sprawdzajacy, czy ptaszczyzny Q i T' o réwnaniach ogdlnych odpowiednio:
Ajz + Byy+ Ciz+ Dy = 0i Asx + Boy + Csz + Dy = 0 sg prostopadte.
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Sprawdz sie

Cwiczenie 1

,Fatsz".

Zdanie

W graniastostupie prostym
jedynga para $cian
prostopadtych sg podstawy.

Sasiednie $ciany boczne
prostopadtoscianéw sg do
siebie prostopadte.

W graniastostupie prostym
o podstawie rombu do
kazdej podstawy istniejg
doktadnie cztery rézne
Sciany, ktoére sg do nich
prostopadte.

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Prawda

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Przy kazdym zdaniu w tabeli zaznacz ,Prawda” albo

Fatsz

¢



Cwiczenie 2 @)

Dany jest graniastostup prosty o podstawie trapezu prostokatnego jak na rysunku.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

O

Ptaszczyzna zawierajaca $ciane BC E H jest prostopadta do ptaszczyzny
zawierajacej $ciane ADFG.

Wszystkie ptaszczyzny zawierajace sciany boczne graniastostupa s prostopadte do
ptaszczyzn zawierajgcych jego podstawy.

Ptaszczyzna zawierajaca $Sciane BC E H jest prostopadta do ptaszczyzny
zawierajacej $ciane ABHG.

Ptaszczyzna zawierajaca $Sciane ABHG jest rownolegta do ptaszczyzny zawierajacej
$ciane CDFE.



Cwiczenie 3

W podstawie graniastostupa jest szeSciokat foremny. lle jest ptaszczyzn prostopadtych do obu

podstaw, ktére zawierajg Sciany boczne tego graniastostupa? Zaznacz prawidtowa
odpowiedz.

O 2
O 6

O 8



Cwiczenie 4

Dany jest graniastostup prosty pieciokatny jak na rysunku.

O

lle jest ptaszczyzn zawierajgcych Sciany tego graniastostupa prostopadtych do ptaszczyzny
zawierajacej sciane BFOP? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 2

O 5

O 4

O 3



Cwiczenie 5
W ktérym graniastostupie na rysunku ptaszczyzny zawierajgce zaznaczone $ciany sg
prostopadte? Zaznacz poprawng odpowiedz.
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Graniastostup pochyty Graniastostup pochyty Graniastostup prawidtowy
0 podstawie rombu Q o podstawie kwadratu O czworokatny

—— ] ——

Graniastostup prosty
0 podstawie rombu O

Cwiczenie 6
Potacz w pary okreslenie wzajemnego potozenia ptaszczyzn z odpowiadajgcym mu opisem.

ptaszczyzny prostopadte ich czescig wspodlng jest prosta
ptaszczyzny nieréwnolegte nie majg punktéw wspodlnych

przecinaja sie pod katem, ktérego miara

taszczyzny réwnolegte )
> AL/ & jest potowa kata petnego



Cwiczenie 7

@

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem. Przeciagnij kazdy element do odpowiedniej

grupy.

Dwie ptaszczyzny moga:

miec czesci wspolnej bedacej
odcinkiem

Dwie ptaszczyzny nie moga:

pokrywac sie

miec¢ doktadnie trzech punktéw
wspolnych

Cwiczenie 8

miec czes$¢ wspodlnag, ktora jest
prosta

przecinac sie pod katem prostym

by¢ rownoczesénie rownolegte
i prostopadte

@

Wyznacz, dla jakich wartosci parametru m ptaszczyzny zadane rownaniami
mz + 2my — z+ 4 = 0 orazma — 6y — 3z + 2 = 0 sg prostopadte.




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Plaszczyzny prostopadle

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajace sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje prostopadtos¢ dwoch plaszczyzn;
» wskazuje plaszczyzny prostopadie w brytach geometrycznych;
» wykorzystuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa;
e pracaz ekspertem;



» metoda kota i myszy.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekcji: ,Plaszczyzny
prostopadle” i jej cele. Moze postuzyc¢ si¢ wyswietlong na tablicy zawartoscia sekcji
~Wprowadzenie”

2. Nauczyciel prosi o przygotowanie w parach pytan zwigzanych z tematem. Czego sie
uczniowie chcg dowiedzie¢? Co ich interesuje w zwigzku z tematem lekcji?

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materiatem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponuja grupom rozwigzywanie zadan z sekcji
»Przeczytaj’. W razie problemow - stuza pomocg, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych ¢wiczen, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metodg kot
i mysz. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigzac¢ zadania, a kot sprawdza ich poprawnosc.
Po dwoéch nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla sie
dalej - role uczniéw odwracajg si¢ i mysz staje sie¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekciji (,Ptaszczyzny prostopadie”).

Materialy pomocnicze:
o Punkty, proste i plaszczyzny w przestrzeni.
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” do pracy
przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na
zajeciach tak, aby samodzielnie rozwigza¢ zadania dotyczace ptaszczyzn
prostopadtych.
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