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Sprzeczny uktad rownan liniowych z dwiema

%7 niewiadomymi

Zrédto: Barbara Alane, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Uktadem rownan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch rownan
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi. Aby rozwigzac taki uklad nalezy znalez¢ pare
liczb, ktora spelnia jednoczesnie obydwa rownania. Taka para nie zawsze istnieje. W tym
materiale zajmiemy si¢ takimi wtasnie uktadami rownan.

Twoje cele

o Sformutujesz definicje sprzecznego ukladu rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi.

e Sprawdzisz, czy dany uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi jest
uktadem sprzecznym.

» Dopiszesz drugie rownanie tak, aby dany uktad réwnan byl sprzeczny.

» Przedstawisz graficzng ilustracje sprzecznego uktadu réwnan pierwszego stopnia

z dwiema niewiadomymi.



Przeczytaj

Definicja: Uktad réownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Ukladem réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy koniunkcje dwoch
rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Uktad taki przyjmuje postac:

a1z + by =c;
asT + by = ¢y

gdzie:

x oraz y — oznaczaja niewiadome,

a1, as, by oraz by - wspotezynniki przy niewiadomych odpowiednio z oraz y,

c1 1 c2 — nazywamy wyrazami wolnymi (zakladamy, ze wspotcznniki przy niewiadomych
odpowiednio x oraz y nie mogg by¢ jednoczesnie zerami).

Definicja: Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

Rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy pare liczb
spelniajacg jednocze$nie kazde rownanie danego ukladu réwnan.

Wazne!

Ilustracjg geometryczng uktadu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi sa dwie
proste.

Dwie proste na ptaszczyznie moga mie¢ nastepujace potozenie:
e proste przecinaja si¢ w jednym punkcie,
» proste pokrywaja sie,
o proste sg rownolegtle i nie majg punktow wspolnych.
Przyktad 1
Dany jest uktad rownan
{2:2 —y=0
2r —y = —2
Narysujemy wykres kazdego z rownan.

Dla ulatwienia przeksztatcamy kazde z rownan.



20 —y=0i2x —y= -2

y=2iy=2z+2

Wybieramy dowolny € R i korzystajac z odpowiedniego rownania, obliczamy y.
(0,0), (1,2)i(0,2),(1,4)

Zaznaczmy punkty w ukladzie wspotrzednych, a nastepnie rysujemy wykresy tych
rownan.
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Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Wykresy tych rownan to proste rownolegte, ktore nie majg wspolnych punktow.

2r —y=0
A zatem uklad rownan { 233 4 5 nie ma rozwigzan. Taki uktad nazywamy uktadem
T—yY=
sprzecznym.
Wazne!

Wykresy prostych y = a1z + b; oraz y = asx + by sa rownolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy a; = as.

Wykresy prostych postaci ¢ = c; oraz x = ¢, sa rownolegle dla dowolnych c¢; € R,
c € R

Definicja: Sprzeczny uktad réwnan



Uklad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie ma rozwigzania,
nazywamy ukladem sprzecznym.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiona jest geometryczna interpretacja uktadu rownan liniowych.

YA

Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Wykresy prostych sa rownolegle, a wiec jest to interpretacja geometryczna sprzecznego
uktadu réwnan. Znajdzmy ten ukiad.

Odczytujemy wspolrzedne dwoch punktow lezgcych na kazdej z prostych.



-5 4 -3

[:y=az+b

Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Na prostejy = aix + by lezg punkty (0, 1) oraz (1, 2). Postawimy ich wspotrzedne do
wzoru i obliczmy warto$ci wspotczynnikow aq i by.

l=a;-0+bi2=a;-1+b;

bp=1lia;+1=2

bj=1ia; =1

Rownanie prostejma wiec postac y = x + 1.

Na prostejy = asx + by lezg punkty (0, — 1) oraz (1, 0). Postawimy ich wspotrzedne do
wzoru i obliczmy wartos$ci wspotczynnikow ay i bs.

—1=a9-0+byi0=as-1+ by

by =—1lias —1=0

by =—1lias =1

Rownanie prostejma wiec postac y = ¢ — 1.

Rysunek przedstawia wiec ilustracje geometryczng sprzecznego uktadu rownan

y=x+1
y=x—1

Twierdzenie: Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi



Uktad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

{a133 +biy=c
asx + by = ¢y

jest uktadem sprzecznym wtedy i tylko wtedy gdy wspotczynniki przy niewiadomych
spelniajg warunek

ay by —as-by =0 (1)
i gdy zachodzi co najmniejjeden z warunkow:

c1-by—co-by #£0(2)
lub

a1'02—az'01?é0(3)
Przyktad 3

Dany jest uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

z+2y=10
—3z — 6y =2

Sprawdzimy, czy jest to uktad sprzeczny.

Odczytujemy wartosci wspotczynnikow przy niewiadomych x oraz y i wyrazéw wolnych.

a; =1
by =2
cp =10
as = —3
by = —6
cy = 2

Sprawdzamy czy zachodzi warunek (1) ay - by — ay - by = 0.
albz—agblzl(—6)—2(—3):—6+6:0

Warunek (1) jest spetniony, sprawdzamy wiec, czy zachodzi warunek
(2)Cl'b2—C2'b1750.

Cl'bg—CQ'bl210'(—6)—2'22—60—47&0


javascript:void(0);

Warunek (2) jest spetniony, a zatem ten uktad jest uktadem sprzecznym.

Przyktad 4

Sprawdzimy, czy sprzeczny jest uktad rownan

10z — by = —25
—2zx+3y=12

Odczytujemy wartosci wspotczynnikow przy niewiadomych x oraz y oraz wyrazow

wolnych.
a; = 10
by =—5
cp=—25
ay = —2
by =3

cy = 12

Sprawdzamy, czy zachodzi warunek (1) a; - by — ag - by = 0.

10z — 5y = —25

9+ 3y = 12 nie jest uktadem

Warunek (1) nie jest spetniony, a wiec uktad roéwnan {

sprzecznym.
(Jest to uktad oznaczony - posiada doktadnie jedno rozwigzanie.)
Przyktad 5

Ustalimy, jak liczbe nalezy wpisa¢ w miejsce a, aby uklad

(a — 1)z + 12y = 25
—4x 4+ 3y =15

byt uktadem sprzecznym.

Z twierdzenia zamieszczonego w materiale wiemy, ze uktad bedzie sprzeczny, gdy
wspotczynniki przy niewiadomych spetniajg warunek a; - ba — a2 - b1 = 0 (1) i gdy
zachodzi co najmniejjeden z warunkow:

ci-by—c2-b1 #0(2)lubar-ca —az-c1 #0(3).



W tym uktadzie rownan mamy:

a;=a—1
by =12
c1 =25
a, = —4
by =3
co =15

Z warunku (1) mozemy zapisa¢ rownanie:

3-(a—1)4+12-4=0

3a—3+48=0
3a=—-45|:3
a=—15

Sprawdzamy jeszcze czy zachodzi warunek (2).
25-3-12-15=75—-180#0
Warunek (2) jest spetniony, a zatem uktad réwnan jest sprzeczny dlaa = —15.

Przyktad 6

Do réwnania —3x + 5y = 10 dopiszmy drugie, tak aby tworzyty razem sprzeczny uktad
roéwnan.

Oczywiscie zadanie takie posiada nieskonczenie wiele rozwigzan. Najprostszym z nich
jest dopisanie oczywistej sprzecznosci, np.: —3x + 5y = 2, czy —3z + by = —6.

Wtedy uktady rownan spelniajgce warunki zadania majg postac:

—3z 4+ 5y =10 b —3z 4+ 5y = 10
-3z + 5y =2 —3xz + 5y = —6

Mozemy tez pomnozy¢ prawa stron¢ rownania —3x + 5y = 10 przez liczbe¢ inng, niz
lewg strone tego rownania. Otrzymamy wtedy np.: —6z + 10y = —10 lub 3z — by = 20.

Wtedy uktady rownan spelniajgce warunki zadania majg postac:


javascript:void(0);

“Sa+by=10 [-3a+5y=10
—6x + 10y = —10 3z — 5y =20

(Sprawdz, czy uktady sa sprzeczne.)

Stownik
uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktad réwnan postaci

a1z + by =c;
asx + bay = ¢y

sprzeczny uktad réwnan

uktad rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktory nie ma rozwigzania



Aplet

Polecenie 1
Przeanalizuj metode graficznego rozwiazywania sprzecznych uktadéw réwnan

liniowych.

Wykonaj samodzielnie Polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /DFo6Gi9hG

Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Rozwiaz graficznie uktad rownan

{6-(w+y)—5:w+7-(y—1)
10z +4=2-(3+y) ‘


https://zpe.gov.pl/a/DFo6Gi9hG

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.



Cwiczenie 6 Q®

Zapisz uktad réwnan, ktérego interpretacja jest przedstawiona na rysunku.

YA
3
2
1
-5 5 ?
Zrédto: Gromar sp. z 0.0, licencja: CC BY-SA 3.0.
Cwiczenie 7 @
Rozwiaz graficznie uktad réwnan
+ +
Sl |
bx+4y=4-(1+z)+ 3y
Cwiczenie 8 @
6+ (2m —5)y=>5

Oblicz dla jakiego parametru m, uktad réwnan { jest sprzeczny.

-3z +4y =10



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sprzeczny uklad réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny.
IV. Uklady rownan. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi; podaje interpretacije
geometryczng ukltadoéw oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje w zakresie wielojezycznosci

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

o formuluje definicje sprzecznego ukladu rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
o przedstawia graficzng ilustracje sprzecznego uktadu rownan pierwszego stopnia

z dwiema niewiadomymi
» dopisuje drugie rownanie tak, aby dana para liczb spetniata uktad rownan



 zapisuje podane informacje w postaci uktadu réwnan
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow
o dyskusja
« stoliki zadaniowe

Formy pracy:

e pracaindywidualna
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Uczniowie, metodg burzy mozgow, przypominajg informacje o rownaniach pierwszego
stopnia z dwiema niewiadomymi oraz ich interpretacji graficznej. Dzielg sie rowniez

wiedzg o ukltadach rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, pracujac w parach, analizujg przyktady zawarte w czeSci ,Przeczytaj”
i aplecie.

2. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, wyjasnia watpliwosci.

3. Wspdlnie starajg sie¢ podsumowac informacje zawarte w przyktadach.

4. Uczniowie pracuja metodg stolikow zadaniowych (na kazdym stoliku po dwa, wybrane
przez nauczyciela, ¢wiczenia interaktywne). Rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne,
pracujac w grupach wyznaczonych przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krétko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekcii.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktorych nie zdazyli wykonac¢ na lekciji.
Materialy pomocnicze:

 Liczba rozwigzan ukladu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
o Uklad dwoch réwnan liniowych

Wskazowki metodyczne:

Aplet moze by¢ wykorzystany przez uczniow jako pomoc przy rozwigzywaniu pracy
domowej oraz jako utrwalenie sposobu rozwigzywania ukladéw réwnan metoda graficzna.
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