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Zastosowanie funkcji trygonometrycznych do

obliczania pdl figur ptaskich

Zrédto: domena publiczna.

Z pojeciem pola figury ptaskiej spotykasz si¢ wielokrotnie juz od szkoty podstawowe;j.
Najprosciej rzecz ujmujgc: pole powierzchni figury jest to miara przyporzadkowujaca danej
figurze nieujemng liczbe charakteryzujacg jej rozmiar, na przyklad ilos¢ kwadratow
jednostkowych pokrywajgcych te figure.
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Nietatwo jest jednak takg operacje wykonywac za kazdym razem, gdy musisz obliczy¢ pole
jakiegos wielokata. Z pomocg przyjdzie Ci znajomos¢ trygonometrii.

Twoje cele

 Zastosujesz wzory na pole trojkatow i czworokatow z wykorzystaniem funkciji sinus.

o Wykorzystasz twierdzenie sinusow i cosinuséw w zadaniach dotyczacych pol figur
ptaskich.

e Zastosujesz wzOr na sinus sumy katow.

e Udowodnisz wzor Brahmagupty.

o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwiazywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw niektore wzory na pola wielokatow z wykorzystaniem funkcji sinus:
Wzory na pola wielokatow z wykorzystaniem funkcji sinus

Troéjkat o bokach dtugosci a, bi kacie migdzy nimi . P = % ca-b-sina
Roéwnoleglobok o bokach dlugosci a, bi kacie miedzy nimi a. P=a-b-sina

R'ow.noleg%obok o przekatnych dlugosci dy, ds i kacie miedzy p— % -dy - dy - siny
nimi +.

Romb o boku dtugosci a i kacie a. P =a’ sina

Przyktad 1

Pole réwnolegloboku o kacie ostrym 75° wynosi 4 (\/5 + \/6) Obliczymy dlugosci jego

bokow, jesli pozostajg one w stosunku 1 : 2.
Rozwigzanie

Oznaczymy dtugosci bokow rownolegtoboku przez x i 2z. Zatem:
4(\/§—|— \/6) =x-2x-sin75°,
Korzystajac ze wzoru na sinus sumy katéw wyznaczymy sin 75°:

sin7h” = sin(30° —|—45°) —=sin30° - cos45° 4+ sin45° - cos 30° = \/51-\/5

Zatem:

4(\/5 + \/6) = 222 . —\/5:‘/6
x2 =28

Tz =2v2

Boki rownolegloboku maja dtugosci: 2v/2 i 4v/2.
Przyktad 2

Pole kota wpisanego w romb o kacie ostrym o mierze 60° wynosi 187. Wyznaczymy pole
tego rombu.

Rozwigzanie

Wysoko$¢ rombu, w ktérym wpisano koto o promieniu dtugosci r, jest rowna h = 2r:




B

Wyznaczymy dlugos¢ promienia kota wpisanego w romb:

187 = 7 - 12
18 = r?
r=3v2

Zatem wysoko$¢ tego rombu ma dtugoéé: h = 6+/2.
Wykorzystamy definicje sinusa kata ostrego w trojkgcie prostokatnym:
sin60° = L
_ 6v2 _ 12v2
a= el 46
Obliczamy pole rombu:

—\ 2 5
P = (4V6) -sin60° = 16-6- % = 48V,
Przyktad 3

Bok BC trojkata ABC ma dtugoé¢ 3v/5, zas bok AC jest dwa razy krotszy niz bok AB.

Sinus kata ostrego ABC wynosi % Wyznaczymy pole tego trojkata, jesli |AB| > 3v/10.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:


javascript:void(0);

3v5

A 2x B

Do wyznaczenia dlugosci boku A B zastosujemy twierdzenie cosinusow:
2 _
x2:(2m)2+(3\/5) —2.22-3v/5-cosa

22 = 422 + 45 — 124/52 - cos
Warto$¢ cos o wyznaczymy z jedynki trygonometrycznej:

—\ 2
(%) +cos2a:1

2,0 —1_ 5
cos‘a=1 5%

2., — 20
cos“ o = %
coso = 27%
Zatem:

3132:4m2—|—45—12\/5m-ZT‘/g
322 — 242 +45 =0

2 —8x+15=0
(x—3)(x—5)=0
Stad:z =3 lubz =5

Tylko dla = 5 dtugo$¢ boku AB jest wieksza od 3v/10, co daje: |AB| = 10.

Pole trojkata ABC' jest réwne:
P=1.10-3V5- & =15

Przyktad 4

Obliczymy pole trapezu rownoramiennego, ktorego krotsza podstawa ma diugosc 6

a miara kata ostrego wynosi 60°, jesli promien okregu opisanego na tym trapezie ma

.o 2¢/111
diugosc =5—.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:
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Zauwazmy, ze okrag opisany na trapezie ABCD jest jednocze$nie okregiem opisanym na
trojkacie ABD. Zastosujemy zatem twierdzenie sinusow:

wmgom = 2R
d=2. 2L 5 _ 9./37

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata DEB:

(a\/§)2 +(6+a)’ = (2\/3_7)2
3a% + 36 + 12a + a® = 148

4a® +12a — 112 =0
a’+3a—28=0
(a—4)(a+7)=0
a=4luba=-7<0

Zatem: |AB| = 14.
Stad: P = $£14 . 44/3 = 40v/3
Przyktad 5

Udowodnimy, ze dla dowolnego czworokata o bokach dtugosci a, b, ¢, d, ktory mozna
wpisa¢ w okrag, jego pole wyraza si¢ wzorem:
P=+y(—a)-(p-b)-(p—c)-(p—d)

gdzie p oznacza potowe obwodu czworokata.

Rozwigzanie


javascript:void(0);

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku:

Czworokat ABCD jest sumg trojkatow ABC'i ACD, zatem:
P = Paapc + Paacp = %ad -sina + %bc -sina = % - (ad + be) - sina

Poniewaz na czworokacie ABCD da sie opisa¢ okrag, to |[<ABC| = ai
|<ADC| = 180° — a.

Stosujac dwukrotnie twierdzenie cosinusow otrzymujemy:
e? =a®+d*> — 2ad - cosa
e? = b* + ¢ — 2bc - cos(180° — a)

Zatem:
a’ +d? — 2ad - cosa = b* + ¢® + 2bc - cos a, co daje:
2bc - cosa + 2ad - cosa = a® + d? — b? — c¢? istad: cosa = %

Zastosujemy nastepnie jedynke trygonometryczna:

.2 a?4d?—b*—c2 2 —1

sin” o + 2(bc+ad) -

2 2. 2 12 2) 2

s 2 1| a4l 2 1 (a>+d>—b°—c?)
sin“a =1 (—2(bc+ad) ) sin“a =1 1ot ady
Zauwazmy, ze:

?= 1. (ad + bc)” - sin?
p° =7 - (ad +bc)” -sin“a

Zatem:

9 (ad+be)’ (a2 -b =)’
o 4 4(bc+ad)




9 (ad+bc)® 4(bc+ad)2—(a2+d2_b2_cz)2
4(bc+-ad)?

PP = [4(bc—|— ad)® — (a® +d* — b* — c2)2]

pP = [[2 (be + ad)]? (2+d2 b? c2)2}

p2:1—16 [ + ad) +b? + % — }[2bc—i—ad +a?+d* - bv? 02]
PP=1- [b + ? + 2bc — (a? —2ad+d2)H + 2ad + d? — (2 — 2bc + b?)]
pP=- [b—i—c d)H( +d)? —(b—c)2]

P’ =2 —|—c—a+d)(b+c+a—d)(a—l—d—b—i—c)(a—i—d-i—b—c)

Oznaczmy przez 2p obwod czworokata: 2p =a + b+ c + d.

Mamy zatem:

2p—2a=a+b+c+d—2a=b+c+d—a
2p—2b=a+b+c+d—2b=a+c+d—-b
2p—2c=a+b+c+d—2c=a+b+d—c
2p—2d=a+b+c+d—2d=a+b+c—d
PP=3-(2p—2a)-3-(2p—2d)-5-(2p—2b)- 5 - (2p — 2¢)
PP=%5-20p—a)-5-2(p—d)-5-2(p—b)- 5 -2(p—c)
p’=(p—a)p—b)(p—-c)(p—d)

PP=+v@®—a)p-b)(p——c)(p—d

Stownik
sinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

stosunek dlugosci przyprostokatnejlezacejnaprzeciw kata do dtugosci
przeciwprostokatnej

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkgcie kwadrat dlugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokoéw minus podwojony iloczyn dtugosci tych bokow przez
cosinus kata lezagcego migdzy nimi

jedynka trygonometryczna
dla dowolnego kata o suma kwadratéw wartosci sinusa i cosinusa tego kata jest rowna 1
twierdzenie sinuséw

w dowolnym tréjkgcie stosunek dtugosci boku do sinusa dowolnego kata jest staty
i rowny $rednicy okregu opisanego na trojkacie




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami zastosowan trygonometrii w wyznaczaniu pél tréjkatow
i czworokatow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEhE999G

Film nawigzujacy do treSci materialu zastosowania funkciji trygonometrycznych do
obliczania pdl figur ptaskich.

Polecenie 2

Pole tréjkata o bokach 4 i 12 oraz kacie rozwartym miedzy nimi o wynosi 12\/3. Oblicz pole
kota wpisanego w ten tréjkat.



https://zpe.gov.pl/a/D1EhE999G

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Pole trojkata ABC, w ktérym |AB| = 4,5; |AC| = 5; |BC| = 7,5isin <ABC = %
WYNOosi:
O Papc =12,5
(O Papc =125
() Papc=11,25
Cwiczenie 2 ®

Pole rombu o wysokosci dtugosci 8 i kacie ostrym 20°, z doktadnoscia do 0, 1, jest rowne:

O P=68,1
() P=093,6
O P=187,1

Cwiczenie 3

¢

Dany jest tréjkat o bokach 5, 5 i n. Wiadomo, ze jeden z katéw ma miare 130°. Uzupetnij
zdanie:

P=5nsin130° || P=4+5sin130" || P=+-5nsin130°




Cwiczenie 4

Dany jest romb o boku dtugosci 6 i kacie rozwartym 150°. Wskaz zdania prawdziwe.

(] Woysoko$¢ rombu jest réwna 3

(] Pole rombu wynosi 72

(] Woysoko$¢ rombu jest réwna 12

(] Pole rombu wynosi 18

Cwiczenie 5

Oblicz pole tréjkata prostokatnego ABC wiedzac, ze cosa = 0,9 |BC| = 9.

C

[

A B

Cwiczenie 6

Kroétsza podstawa trapezu prostokatnego ma dtugosé 12, a tangens kata ostrego jest rowny
2\/5. Oblicz pole trapezu, jesli dtuzsze ramie ma dtugosc 6.

Cwiczenie 7 @

Réznica miar katow rownolegtoboku wynosi 120°. Oblicz jego pole, jesli krotsza przekatna ma
dtugos¢ 2+/ 21, zas krétszy bok ma dtugosc 6.



Cwiczenie 8

W czworokacie wypuktym ABCD: |AB| = 9; |CD| = 6; |AD| = 3;
|<<ABC| = 30°. Wyznacz pole tego czworokata.

<CDA| = 60°;



Dla nauczyciela

Autorzy: Aneta Rogalska, Tomasz Paszek

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie funkcji trygonometrycznych do obliczania pdl figur plaskich
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

11) Stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dtugosci odcinkow w figurach
ptaskich oraz obliczania pol figur.

Zakres rozszerzony. Uczen:

stosuje wiasnosci czworokgtow wpisanych w okrag i opisanych na okregu.
VIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen:

5) korzysta z wzorow na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wzory na pole trojkatow i czworokatéw z wykorzystaniem funkeji sinus;



» wykorzystuje twierdzenie sinusow i cosinuséw w zadaniach dotyczacych pol figur
ptaskich;

 stosuje wzor na sinus sumy katow;

» korzysta ze zdobytej wiedzy do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:
o konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli;
e praca z tekstem;
 technika zdan niedokonczonych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z glosnikami i dostepem do Internetu, stuchawki;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie przypominajg wszystkie znane wzory na pola figur ptaskich i porzadkuja je
w formie mapy mysli.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli klas¢ na grupy i w kazdej wyznacza lidera. Uczniowie w grupach
zapoznaja sie z tekstem zapisanym w sekcji ,,Przeczytaj”. Pracuja w ten sposob, Ze starajg
sie samodzielnie rozwigzac¢ zadania zapisane w Przykladach, a nastepnie poréwnac
z zapisami. Lider grupy odpowiedzialny jest za to, aby kazdy z cztonkow grupy
zrozumial rozwigzanie i potrafit samodzielnie rozwigza¢ podobny przykiad.

2. Nauczyciel wyswietla animacje. Wybrany uczen rozwigzuje Polecenie 2.

3. Uczniowie w parach rozwiazuja ¢wiczenia 1, 4, 5i 7 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
nie pomaga uczniom w pracy, ale w razie potrzeby zadaje pytania naprowadzajace.



Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie lekcji w kontekscie nowych umiejetnosci,
ktore nabyli na lekcji, wykorzystujac technike zdan niedokonczonych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:
Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 2, 3, 6 i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

o Twierdzenie cosinusow
» Zastosowanie twierdzenia sinuséw do obliczania pola trojkata

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana podczas realizacji tematu: ,,Zastosowanie funkcji
trygonometrycznych do wyznaczania dtugosci odcinkéw w figurach ptaskich”
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