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Zrodto: Andras Barta, dostepny w internecie: https:/pixabay.com/, domena publiczna.

Jednym z najwszechstronniejszych
osiemnastowiecznych uczonych, byt szwajcarski
matematyk i fizyk Leonhard Euler.

Podobno Eulerowi zadano kiedys$ zagadke, ktorej
wersja wspolczesna jest nastepujgca:

(( Dwa pociagi, znajdujace sie
w odlegtosci 60 km, jada
z predkoscig 60 km /h naprzeciw
siebie po tym samym torze. Miedzy
nimi lata mucha. Zaczyna od srodka,
dolatuje do pierwszego pociggu,
zawraca, leci do drugiego itd. Mucha

Leonhard Eul
lata z predkoscia 20 kTm Jaka dtugosc 16%17 ) ;78; f_r

bedzie miata droga, ktora pokona

mucha, zanim pociagi si¢ spotkajg?



Euler od razu odpowiedzial, ze 10 km.
Na to rozmowca powiedzial z podziwem:

- No, od razu wpadies na prosty sposob. Wiekszosc¢ ludzi probuje
zsumowac nieskonczony cigg geometryczny.

Na to Euler odpowiedziat:

- Ale ja wlasnie to zrobilem!

Przeczytaj uwaznie tresSci zawarte w tym materiale i sprobuj rozwigza¢ powyzsze zadanie,
nie uciekajgc si¢ do narzedzi matematyki wyzsze;.

W tym materiale bowiem pokazemy jak razi¢ sobie z zadaniami na predko$¢ - droge - czas,
ktore mozna zakwalifikowac¢ do grupy ,,naprzeciw siebie”

Twoje cele

» Przeanalizujesz i rozwigzesz zadania tekstowe.
o Wykorzystasz umiejetnosci z roznych obszarow wiedzy matematycznej do okreslenia
ich przydatnosci w najefektywniejszym rozwigzaniu zadan na predkos¢ - droge -

CZzas.



Przeczytaj

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI87iX9QY

Film przedstawiajacy ewolucje w podrozowaniu.

Wyobraz sobie dwa punkty materialne poruszajace sie z predkosciami odpowiednio v; kTm

ive kTm, ktore wyruszaja jednocze$nie naprzeciw siebie z miejsc A oraz B odleglych o s km
. Jesli te ciata spotkajg sie po uplywie czasu ¢, to mozna zapisac, korzystajgc ze wzoru na
droge w ruchu jednostajnym, ze:

v t+uvy-t=s

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Suma dtugosci drog przebytych przez oba punkty materialne jest rowna odlegtosci miedzy
punktami A i B.

Analizujgc zadanie na predkos¢ - droge - czas, staramy si¢ wybierac¢ jak najkrotszy sposob
znalezienia odpowiedzi na zadane pytania. Uktadamy wiec, jesli jest to mozliwe, jak
najprostsze rownanie do rozwigzania.

Przyktad 1


https://zpe.gov.pl/a/DI87iX9QY
javascript:void(0);

O godzinie 16 : 10 z miejscowosci A wyruszyt pociag osobowy i podaza do stacji B.

O godzinie 17 : 40 ze stacji B, polozonejw odlegltosci 68,5 km od stacji A wyruszyt
pocigg towarowy poruszajacy sie z predkoscig 20 kTm Pocigg osobowy jechat poczatkowo
z predkoscia 25 kTm, a po 30 min jazdy zwigkszyl predkosc o 5 kTm Maszynista pociggu
osobowego dowiedziat si¢, ze po tym samym torze podgza pociag towarowy i skierowat
pociag na boczny tor, dopiero, gdy pociagi byly w odleglosci 1 km od siebie. O ktorej to
byto godzinie?

Rozwigzanie:

Oznaczmy:
x - czas (w h), w ciggu ktorego jechat pocigg osobowy do momentu, gdy maszynista
dowiedziat si¢, ze po tym samym torze podaza pociag towarowy.

Zauwazmy, ze poczatkowo pocigg osobowy jechatl z predkoscig 25 kTm, a po 30 minutach,
czyli po 0,5 godziny jechat z predkoscia (25 + 5) 82 = 30 &2,

Zatem przejechal w tym czasie droge dtugosci [25- 0,5 + 30 - (z — 0,5)] km.

Pocigg towarowy jechat z predkoscia 20 kTm i wyjechat o godzinie 17 : 40, czyli do
momentu, gdy maszynista pociggu osobowego dowiedziat si¢, ze po tym samym torze
podaza pociagg towarowy, jechat 0 1,5 h, czyli (17,40 — 16,10 = 1, 30) krocej niz pociag
osobowy. Przejechat wiec droge dlugosci (x — 1,5) - 20 km.

Zrédto: Gromar Sp. z 0.0., rancor2Kk, licencja: CC BY-SA 3.0.

Uktadamy i rozwigzujemy rownanie, wynikajgce z powyzszych rozwazan.



25-0,5+30-(x—0,5)]+1+ (x—1,5)-20=68,5
12,5+ 30z — 15+ 1+ 20z — 30 = 68,5
90z = 68,5 + 31,5
T =2
Pocigg osobowy jechat 2 godziny, zatem do godziny 18 : 10.
Odpowiedz:

O godzinie 18 : 10 maszynista pociggu osobowego dowiedzial si¢, ze po tym samym torze
podaza pociag towarowy.

Przyktad 2

Z Sydney wylatuje samolot A i leci do Los Angeles z predkoscia 900 kTm W tym samym
momencie z Los Angeles startuje samolot B i leci do Sydney z predkoscig 2100 kTm

W jakiej odleglo$ci od miejsca startu samolot A minie samolot B, jezeli odlegto$¢ miedzy
Sydney a Los Angeles wynosi 18000 km?

Rozwigzanie:

Oznaczmy:

s km - dlugo$c¢ drogi przebytej przez samolot A do chwili spotkania z samolotem B,
g00 D — czas, w ciggu ktorego samolot A przebyt droge dtugosci s km,

(18000 — s) km - dtugos¢ drogi przebytej przez samolot B do chwili spotkania

z samolotem A,

18000—s

5100 D — czas, w ciggu ktorego samolot B przebyt droge dtugosci s km.

Samoloty wystartowaty rownoczes$nie, wiec do momentu spotkania leciaty tak samo
dtugo. Stad:

s __ 18000—s
900 — 2100

Mnozymy rownanie ,na krzyz” i wyznaczamy x.
2100 s = 16200000 — 900 s
3000 s = 16200000
s = 5400
Odpowiedz:

Samolot A minie samolot B w odleglosci 5400 km od miejsca startu.



W niektorych przypadkach rozwigzanie zadania na predkos¢ — droge - czas prowadzi do
zbudowania ukladu rownan, a nawet do rozwazenia rownania kwadratowego.

Przyktad 3

Z Zielonej Polany i Czarnej Polany wyszli naprzeciw siebie dwaj turysci - Jurek i Bogdan.
Panowie mineli si¢ po uptywie 72 minut. Pan Jurek przybyt do Zielonej Polany godzineg
wczesniej niz pan Bogdan przyszedt do Czarnej Polany. Z jaka predkoscia poruszat sie
pan Bogdan, jezeli odlegtos¢ miedzy miejscowosciami wynosita 12 km?

Rozwigzanie:

Oznaczmy:
x kTm - predkos¢, z jakg poruszatl si¢ pan Jurek,
Y kTm - predkos¢, z jakg poruszat sie pan Bogdan.

Panowie mineli si¢ po 72 minutach, czyli po uptywie g—g godziny.
Uktadamy pierwsze rownanie:

72 2, _

%+ gy =12

Drugie rownanie ukltadamy wiedzac, ze pan Jurek przybyt do Zielonej Polany godzine
wczesniej niz pan Bogdan przyszedt do Czarnej Polany.

Zapisujemy i upraszczamy otrzymany uktad rownan:
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Rozwigzujemy uktad rownan metoda podstawiania.

y=10—=z
12 12 _
10—z _7—1




{y =10 -z
122 —12- (10 —z) =z - (10 — x)
Drugie rownanie jest rownaniem kwadratowym - rozwigzujemy je.
12z — 120 + 12z = 10z — z?
2+ 142 — 120 =0
A =147 4480 = 676 > 0
zy =120 = -20<0

Pierwszy z uzyskanych pierwiastkow réwnania nie spetniat warunkow zadania, gdyz
predkos¢ musi wyrazac sie liczbg dodatnia.

Wyznaczamy drugi pierwiastek:
Ty = 7142+26 =6>0

Pan Jurek poruszat si¢ z predkoscig 6 kTm Obliczamy teraz , z jakg predkoscig poruszat
sie pan Bogdan.

y=10—6=4

Odpowiedz:

. , . km
Pan Bogdan poruszat si¢ z predkoscig 4 5*.

Stownik

droga w ruchu jednostajnym

jest wprost proporcjonalna do czasu trwania ruchu (predkosc¢ jest stata) i obliczamy jg ze
WZOoru:

gdzie:
s(km) - droga przebyta przez ciato
v ( kTm) - warto$c¢ predkosci ciata

t(h) - czas trwania ruchu



Animacja

Polecenie 1

Przypomnij sobie wzér na obliczenie dtugosci drogi w ruchu jednostajnym. Jakie wielkosci

musisz znac?

Polecenie 2

Zapoznaj sie z animacja - zaobserwuj, w jaki sposdéb mozna rozwigzywac zadanie na predkosc

- droge - czas.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DilOKmzZy

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej przemieszczania si¢ obiektow z punktu A do
punktu B.

Polecenie 3

Z miast odlegtych 0 300 km wyjechaty jednoczesnie naprzeciw siebie - samochdd ciezarowy
i samochdéd osobowy. Samochéd ciezarowy poruszat sie z predkoscig o 30 kTm mniejsza niz
samochdod osobowy. Z jakimi predkosciami jechaty te samochody, jezeli spotkaty sie po 2
godzinach od chwili rozpoczecia podrézy?



https://zpe.gov.pl/a/DilOKmzZy

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Samochéd poruszat sie z predkoscig 20 % W ciagu jakiego czasu pokonat droge dtugosci
108 km? Uzupetnij luke w zdaniu, wpisujac odpowiednia liczbe.

Droge te pokonat w ciggu minut.

Cwiczenie 2 @)

Adam jechat rowerem z predkoscia 18 kTm Jaka dtugos¢ ma droga, ktérg przebyt w ciagu
12 min? Zaznacz poprawng odpowiedz.

3,6 km
1,5 km

4,5 km

o O O O

2,16 km



Cwiczenie 3

Jezdziec droge dtugosci 78 km pokonatw ciggu 3 h 15 min. Z jakg predkoscig sie poruszat?
Zaznacz poprawng odpowiedz.
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Cwiczenie 4

Dwaj tyzwiarze trenujg na tym samym torze o dtugosci s m. Pierwszy przebywa tor w ciggu 3
minut, a drugi w ciggu 2 minut. kyzwiarze wyruszaja jednoczesnie z przeciwlegtych koncéw
toréw naprzeciw siebie. Po ilu ¢ minutach spotkaja sie?

Wskaz réwnanie, po rozwigzaniu ktérego otrzymamy szukang wielkos¢.




Cwiczenie 5

PrzysztoSciowy samolot hipersoniczny mogtby poruszac sie z predkoscia czterokrotnie
wiekszg niz Boeing 707 i droge z Moskwy do Los Angeles dtugosci 10000 km przeleciatby
w czasie 0 7, 5 h krotszym niz Boeing 707. Z jaka predkosciag mogtby lata¢ samolot
hipersoniczny? Zaznacz poprawng odpowiedz.
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Cwiczenie 6

Szczupak i wegorz ptynety naprzeciw siebie. Szczupak z predkos$cig wtasng 15 kTm a wegorz
z predkoscig wtasng o 2 kTm mniejszg. Szczupak do momentu spotkania ptynat z pradem

10 min, a wegorz pod prad 5 min. Predko$¢ pradu rzeki wynosita kTm W jakiej odlegtosci
od siebie znajdowaty sie ryby poczatkowo? Uzupetnij luke w zdaniu, przeciagajac
odpowiednig liczbe.

..............

BCET BN e

Cwiczenie 7 @

Odlegtos¢ z Katowic do Krakowa wynosi 78 km. Z Katowic i Krakowa wyjezdzaja
jednoczesnie naprzeciw siebie motocyklista i samochéd osobowy. Motocyklista jedzie

z predkoscig 60 km 5 samochod osobowy z predkoscig 90 kTm Po jakim czasie odlegtos¢
miedzy nimi bedzie rowna 3 km?



Cwiczenie 8 @

Odlegto$¢ miedzy miejscowosciami A i B wynosi 295 km. O godzinie 13. 30 wyruszyta

z miejscowosci A tddka, a o godzinie 14. 30 wyptynat z miejscowosci B kajak, poruszajacy sie
z predkoscig o 5 kTm mniejszg niz tédka. tédka i kajak spotkaty sie miedzy godzing 18 a 19.

Z jaka predkoscig poruszata sietddka, a z jaka kajak, jezeli ich predkosci wyrazaty sie liczbami
catkowitymi?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jedzie pociag z A do B

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposéb rownowazny;

2) interpretuje rownania i nierobwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nieréwnosci liniowe z jedng niewiadoma;

4) rozwigzuje rownania i nieréwnos$ci kwadratowe.

IV. Uktady rownan. Zakres podstawowy.
Uczen:
2) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 analizuje i rozwigzuje zadnia tekstowe

» wykorzystuje umiejetnosci z réznych obszaréw wiedzy matematycznej do okreslenia
ich przydatnosci w najefektywniejszym rozwigzaniu zadan na predkos¢ - droge - czas

» dobiera model matematyczny do rozwigzania zadania z kontekstem realistycznym



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

« metoda odwroconejlekcii
e metoda sytuacyjna

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow i kazdy
uczen miat do dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow, aby w domu przypomnieli sobie wiadomosci z zakresu
predkos¢ - droga - czas.

Faza wstepna:

Uczniowie analizujg animacje i rozwigzujg zadanie o samochodzie osobowym i ciezarowym.
Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

Uczniowie w grupach analizujg zadania z sekcji Przeczytaj. Ich zadaniem jest wytypowanie
jednego zadania charakterystycznego do catej grupy zadan i na jego podstawie
skonstruowanie algorytmu rozwigzywania podobnych zadan.

Uczniowie pracujg metodg sytuacyjng — prezentujg pomysty swoich grup, wspolnie ustalaja
jedno wzorcowe zadanie typowe dla catejklasy zadan typu ,naprzeciw siebie”.

Teraz, korzystajgc z utozonego schematu, rozwiazujg indywidualnie trzy dowolne zadania
z sekcji ,Sprawd?z sig¢”

Faza podsumowujaca:



Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow, udzielajac
im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane w czasie lekciji.

Materialy pomocnicze:
Predkos¢, drogai czas
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana w czasie zaje¢ jako podsumowanie lekcji.
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