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Obliczanie wartosci funkcji trygonometrycznych.
Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych -
przyktady.

W tym materiale zawarte sg przyktady obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych dla
katow ostrych. Sg w nim tez zaprezentowane przyktady dowodzenia rownosci

i nierownosci zwigzanych z funkcjami trygonometrycznymi kgtow ostrych. Zapoznaj si¢

z tym materialem przed przystgpieniem do rozwigzywania zadan zawartych w Obliczanie
wartos$ci funkcji trygonometrycznych. Dowodzenie tozsamosci trygonometrycznych -

zadania.
Przyktad 1

Obliczymy warto$¢ wyrazenia

sin? 27°+ cos?27°—3
cos2 63°+sin263°+1

Poniewaz dla dowolnego kata ostrego a zachodzi rownos¢

2

sin?a + cos’a = 1,

to

sin? 27°+ cos?27°= 1, cos? 63°+sin’ 63°= 1.
Wobec tego

sin®27°+cos?27°-3 1-3 -2 .

cos263°+sin?63°+1 1+1 2 '
Przyktad 2

Kat ajest ostryisina = %. Obliczymy warto$¢ wyrazenia cos? a.

Poniewaz

2

sin? a + cos? a = 1,



file:///b/PbHeBsK5I

to

2 .2
cos“a=1—sin"«

dla dowolnego kata ostrego a.

Skoro sina = %, to
) 9\ 81 40
cosa=1—-|—) =1— — = —.
11 121 121
Przyktad 3
Kat a jest ostry i cos v = %. Obliczymy warto$¢ wyrazenia 3 — Si‘gl—aa.
Poniewaz
sin o
=tga,
cos
to
sin o sin o sin a - cos o
= = - = cos Q.
tg o sino Sin o
Cos @
Zatem dla cosa = % otrzymujemy
i 3 1
3 — S =3—-cosa=3— — =2—.
tga 4 4

Przyktad 4

Wykazemy, ze sin 38° < tg 38°.
Wiemy, ze cosinus dowolnego kata ostrego jest mniejszy od 1, wiec

cos38° < 1.

Mnozymy obie strony nierownosci przez liczbe dodatnig %.

Zatem



sin 38° sin 38°

— . cos38°< —.
cos 38 cos 38
Poniewaz
s1n38° _ tg38°,
cos 38
wiec

sin 38°< tg 38",

co nalezato wykazac.
Przyktad 5

Kat a jest ostry i cos a = % Obliczymy wartoé¢ wyrazenia 2 sin® o — cos? a.

2

Korzystajac z tozsamoéci sin? a + cos® a = 1, otrzymujemy

sin?a =1 — cos? o

Wobec tego

2 2 2

2 sin a—cos2a:2(1—cosza)—cos a=2-—2cos’a—cos’a=2-—3cos®a

V5

Dla cos a = -3~ mamy

|4

2
: 5 1
2sin2a—cos2a2—3-< ) 2—2:2—5:—.

Przyktad 6

Kat a jest ostry i sin = 0,3. Obliczymy cos a i tg o

2 2

Korzystajac z tozsamosci sin® a + cos a = 1 — sin® a. Wobec

tego dla sin a = 0,3 mamy:

a = 1, otrzymujemy cos

91
cosa=1—sina=1—-(0,3)"=1-10,09 = —.
100



Poniewaz cos a > 0, wiec otrzymujemy

Vol
cosa = —o-,

stad

sin o 10 3 3v91

tga = = = = .
cos o Vo1 V91 91
10
Przyktad 7
Kat a jest ostryisina = 4. Obliczymy wartoé¢ wyrazenia 10 — 9 tg? a.
e Isposob

Skoro sina = ﬁ, to

cosla=1—sinla=1-— (—

Poniewaz cosa > 0,tocosa = % oraz

e R
4
Stad
v\’ 7
10 —9tg’a=10—19- (T) =10-9-5=10-7=3
o Il sposob

Korzystajac z tozsamosci stosowanych w poprzednich przykladach, wyrazimy
10 — 9tg? a za pomocy sin a.



2 2

9 sin & 2 sin” « sin” «
10-9tg"a=10—-9- =10—-9- =10-9. ——M8M—.
Ccos & cos? a 1 —sin?a

Wtedy dlasina = 4 otrzymujemy
in” (4)2 7 16
10-9tg?a=10-9. —~ % _—10-9. ~~2 __q0-9. = .2 —3
1 —sin®a 1_(ﬁ) 16 9
1

Przyktad 8

Kat ajest ostryitga = ‘/Tﬁ Obliczymy sin ¢ i cos a.

Jeslitga = \/51_1 ,to S \/51_1 ,skad sina = %cos . Ponadto sin? o 4 cos

COos
V11 ?
( = cos a) +cos?a = 1.

2

a=1,

czyli

Zatem

11 9 9
—Co0s“ o + cos
25

a=1

11 cos® o + 25 cos’a = 25

36 cos?a = 25
9 25
cos“a = —.
36
Poniewaz cosa > 0, to
25 5 . v11 5 v 11
cosay =4/ — = —,sinaa= —— - — = ——,
6 6 5 6 6

Przyktad 9



Kat o jest ostry i tg @ = 2. Obliczymy 23natcosa

e Isposob

Najpierw obliczamy sin a i cos a.

Jedlitga = %, tosina = %cos a. Ponadto sin’a + cos? a = 1, skad

3 2
(gcos a) +cos?a = 1.

Wobec tego

2

— cos’a + cos’a =1

64
9cos’a + 64cos’a = 64

, 64
COS & = —.
73

s _ J64 _ 8VTB ... 3 8/T3 _ 373
POHICWElZCOSQ>0,tOCOSO¢—\/ﬁ—TISIIla—g'T—T,

czyli wartos¢ danego wyrazenia to

373

2sina+cosa 23 +% B 14/73 _ 7
2cosa—6sina 5 VB g 3B 973

o II sposob

Zauwazmy, ze jesli tg o = %, tosina = %cos a. Uwzgledniajac te zaleznos¢,
otrzymujemy

2sina + cos o 2-%cosa—|—cosa %cosa

= = = —T.

- 1
2cosa — 6sina 2cosa—6-%cosa —7cos

o III sposob

: . b __ sina : 2sin a+cos o
Korzystajac z tozsamosci tg o = - -, wyrazimy 5 >"—-"-"- za pomocg tg .



. 2sina cos o
2sina+cosa Tosa T ocose | 2tga+1
2cosa — 6sina 2c0s __ Gsina 2—-6tga
COos Cos &«

Skoro tga = %, to
2sina + cos a _2tga—|—1_2-%+1_ I _ -
2cosa — b6sina 2—6tga 2—6 %__%_ '

Przyktad 10

Wykazemy, ze jezeli kat o jest ostryitg a + tg% =9,totg?a + Tglﬁ =79,

Skoro tg a + tgLa =9, to

1 2
(tga+ —) = 81.
tg o

Stad

1
tg?a + 2tgo - + = 81,
tga  tgla

czyli

tg?a + 2+ = 81.

tg? a

1
tg2 o

Wynika z tego, ze tg? o +
Przyktad 11

=79, a to wlasnie nalezato wykazac.

Wykazemy, ze dla kazdego kata ostrego a warto$¢ wyrazenia
(sin a + cos a)? + (cos a — sin a)? jest rowna 2.
Przeksztalcamy wyrazenie

(sina + cosa)? + (cos a — sina)® =

) . 2 2 . )
=sin“a+2sinacosa + cos“a+ cos“a — 2sinacosa + sin” o =



— 2sin® a + 2cos’ a = 2(sin2 a + cos? a).
Korzystamy z tozsamoéci sin? a 4 cos? a = 1, skad
(sina + cosa)? 4 (cosa — sina)? = 2(sin’ a + cos’a) =2-1 =2,

a to wlasnie nalezato wykazac.
Przyktad 12

Wykazemy, ze jezeli kat a jest ostryisina + cosa = %, to sin* a + cos* o = %.

Jedlisina + cosa = L, to (sina + cos@)® = (%)2, skad

sin?a + 2sinacosa + cos’ a = g—g.
2 49 12

Poniewaz sin® a + cos? a = 1,to0 2sin a cosa = 55 — L, czylisinacosa = 5.

Przeksztalcajgc tozsamosé sin? o + cos? a = 1, otrzymujemy kolejno
. 2
(sm2 o + cos® a) =1

4

sin*a + 2sin?acos?a + costa =1

4 2

sin*a + cos*a =1 — 2sin? a cos? a

4

. : 2
sin*a + cos*a =1 — 2(sinacosa)”.

12

Uwzgledniajgc rownosc sin a cos a = 55, otrzymujemy
12)?
sinfa+costa=1-2.-=—= ,
25
skad
2144
sinfa +costa=1-— :337.
625 625

Koniec dowodu.
Przyktad 13



W pewnym tréjkacie prostokatnym suma sinuséw katéw ostrych jest rowna -

25
168

625 °

Oznaczmy przez « i S miary katéw ostrych w danym tréjkacie. Wtedy

Wykazemy, ze iloczyn sinusoéw tych katow jest rowny

sin 8 = sin(90° —a) = cos a.

31

55> czylisina + cosa = TS

Z warunkéw zadania mamy sin a + sin 8 = 55 -

Wynika z tego, ze

(sina + cosa)” = 31 2—ﬂ
- \25) 625

Ponadto

2

: 2 . : :
(sina + cosa)” = sin® o + 2sin acos a + cos? a = 1 + 2sin a cos a.

Zatem 1 + 2sinacosa = %, skad

. 961 336
2sinacosa = — — 1 = —,
625 625
czyli
) 168
sinaxkcosox = —.
625

Koniec dowodu.
Przyktad 14

Wykazemy, ze dla kazdego kata ostrego o prawdziwa jest nieré6wnos¢
sina + cosa < \/5
Skorzystamy z udowodnionej wczes$niej tozsamosci

(sina + cos @)’ + (cosa — sina)’ = 2,
ktorg przeksztatcimy do postaci

(cosa — sina)? = 2 — (sina + cosa)’.



Poniewaz kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, to (cos a — sina)® > 0
dla dowolnego kata ostrego a.
Wynika z tego, ze

2 — (sina + cosa)® > 0
czyli
(sina + cos )’ < 2.
Stad
sina + cosa < \/5

Koniec dowodu.



