Kat srodkowy kota

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Infografika

o Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Kat srodkowy kota

L NSRS
AN
RTINS

Zrodto: dostepny w internecie: pikrepo.com, domena publiczna.

Kat srodkowy kota

Jak wiemy, kat to czes$¢ plaszczyzny ograniczona dwiema potprostymi o wspolnym
poczatku. Tym niemniej, bedziemy spotykac si¢ niekiedy z okresleniem, ze ramionami kata
sa cieciwy lub promienie odpowiedniego kota lub okregu. Czesciej ten aspekt bedzie
widoczny w prezentowanych ilustracjach, na ktorych rzadko pojawig sie cate ramiona
odpowiednich katow, a zdecydowanie czesciej odpowiednie odcinki w kole lub okregu.
Ten skrot myslowy, bo tak nalezy go rozumie¢, w zadnym razie nie jest sprzeczny z definicja
kata, ale pozwala naszej intuicji na tatwe zbudowanie odpowiedniego modelu,
prowadzgcego do rozwigzania problemu, w ktorym mowimy o katach, ktorych ramiona
zawieraja odpowiednio cigeciwy lub promienie kot i okregow.

Twoje cele

Poznasz pojecie kata srodkowego w kole i w okregu.

Bedziesz wyznaczac katy sSrodkowe w okregu oparte na tuku i rozpiete na cieciwie.
Poznasz zaleznosci, miedzy miarg kata srodkowego i dlugoscia cieciwy, na ktorej ten
tuk jest rozpiety.

Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Kat srodkowy w kole i w okregu
Definicja: kat srodkowy w kole

Katem Srodkowym w kole nazywamy kazdy kat, ktorego wierzchotkiem jest srodek
danego kota.

Kat srodkowy

Na powyzszym rysunku, dwie polproste, zaznaczone liniami przerywanymi, s3 ramionami
dwoch katow srodkowych danego okregu o srodku w punkcie O: kata wypuklego g oraz
kata wklestego a. Zwykle jednak, ilustrujac zagadnienie katow srodkowych, bedziemy
zaznaczali jedynie promienie danego kota, zawarte w odpowiednich potprostych tak, jak
na ponizszym rysunku.
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Kat srodkowy
Definicja: kat srodkowy w okregu

Rozwazmy okrag o srodku O i punkty A, B lezace na tym okregu. Katem srodkowym
opartym na tuku AB nazywamy kat AOB, ktorego ramiona zawierajg promienie OA i
OB iw ktérym zawiera si¢ luk AB.

Punkty A, B wyznaczaja dwa tuki okregu, tym samym dwa rézne katy srodkowe, jak na
rysunkach.

tuk AB A

B B

luk AB

Katy srodkowe w okregu

Zauwazmy, ze dla danego tuku okregu istnieje jednoznacznie wyznaczony kat srodkowy
i odwrotnie - kazdy kat srodkowy danego okregu w sposob jednoznaczny wyznacza jego
tuk. Ponadto, jesli tuk okregu jest mniejszy od potokregu, to kat sSrodkowy, ktory jest
oparty na tym tuku, jest katem wypuktym; jesli tuk jest wiekszy od potokregu, to kat
srodkowy, ktory jest oparty na tym tuku, jest kgtem wklestym.

Przyktad 1
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Punkty A, Blezace na okregu dziela go w stosunku 1 : 7. Obliczymy miary katow
srodkowych opartych na tuku AB.

Kat srodkowy oparty na tuku, ktérym jest caty okrag, ma miare 360°. Na kazdym z dwoch
tukow, ktorych koncami sa punkty A, B, zaznaczono odpowiednio punkty P oraz Q.

Wtedy APB oznacza ten z tukoéw o koncach A, B, na ktérym lezy punkt P.

Przyktad 1.

Jesli podzielimy okrag na osiem rownych tukéw (czesci), to punkty A, B sg koncami tuku
;@, ktory stanowi 6smg czesS¢ okregu oraz tuku @, ktory stanowi pozostatg czes¢
okregu, czyli % Wtedy miara wypuktego kata srodkowego, opartego na tuku AB jest
rowna: ¢ - 360° = 45°, a miara kata wklestego jest rowna 315°.

W praktyce, zamiast méwi¢ o kacie rozpietym na tuku AB, mowi sie o kacie rozpietym
na cieciwie AB, ktéra odpowiada danemu katowi srodkowemu, pamietajac, ze to
przyporzadkowanie nie jest jednoznaczne. Kazdemu katowi sSrodkowemu odpowiada
jedna cieciwa, ale kazdej cieciwie odpowiadaja dwa katy srodkowe, ktore w przypadku
Srednicy, sg sobie rowne
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cieciwa AB cieciwa AB
B B

kat ki
kat wklesty At WypuKty

Katy $rodkowe rozpiete na cieciwie
Bezpos$rednio, korzystajac z cechy bbb przystawania trojkagtoéw, mozemy sformutowac
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: O katach srodkowych rozpietych na cieciwach

Dla danego okregu wypukte katy Srodkowe rozpiete na cieciwach o rownych
dtugosciach maja jednakowe miary.

ieciwa AB
B

C

cieciwaCD

Twierdzeniel.

Oczywiscie, analogiczne twierdzenie mozna sformutowac dla wklestych katow
srodkowych.

Pozostaje zauwazyc¢, ze jesli ograniczymy sie tylko do katow srodkowych, ktore sg
wypukte, to im dtuzsza cigciwa, tym wieksza miara kata sSrodkowego rozpietego na tej
cieciwie.



iwa AB

cieciwmaCD

D

Katy srodkowe rozpiete na réznych cieciwach

Stownik
okrag

okregiem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktow plaszczyzny
odlegtych od punktu O o dany odcinek r

koto

kotem o $rodku O i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktéw plaszczyzny,
ktorych odlegto$¢ od punktu O jest nie wieksza niz r

tuk okregu

tukiem okregu nazywamy kazdg z dwoch czesci, na ktore dzielg okrag dwa rézne punkty
lezace na tym okregu, wraz z tymi punktami

cieciwa okregu

cieciwg okregu nazywamy odcinek, ktorego konce sg roznymi punktami lezagcymi na tym
okregu




Infografika

Polecenie 1

Wskazowki ,klasycznego” zegara wyznaczajg katy, ktére mozna utozsamiac z katami
srodkowymi w kole. Przeanalizuj przedstawione interpretacje graficzne i odstuchaj kolejne
komunikaty lektora, klikajgc w odpowiednig ikone. Opracuj swdj model wyznaczania kata
miedzy wskazéwkami i rozwigz dotgczone ponizej zadania.

Polecenie 2
Wyznacz kat, jaki tworza wskazéwki: godzinowa i minutowa na kwadrans przed ésma.
Polecenie 3

Miedzy godzing 8% 3 9% Kuba zaobserwowat, ze kat, jaki tworza wskazowki: godzinowa
i minutowa jest rowny 10°. Ktéra to mogta by¢ godzina?



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Punkty A, B, C dzielg dany okrag w stosunku 4 : 5 : 6. Wyznacz miary wypuktych katow
$rodkowych opartych natukach AB, BC'i C A.

Cwiczenie 2 @)

Punkty A, B, C dzielg dany okrag w okreslonym stosunku. Wyznacz miary wypuktych katéw
$rodkowych opartych natukach AB, BC'i C A. Dopasuij, taczac w pary, podziat okregu
z miarami odpowiednich katéw.

3:4:5 60°,80°,100°,120°
2:4:9 48°,96°, 216"
3:4:5:6 54°,72°,108°, 126°

3:4:6:7 90°,120°, 150°

Cwiczenie 3

Dany jest okrag o $srodku O. Cieciwa AB tego okregu tworzy z jego promieniem O A kat
o mierze 52°. Wyznacz miary obu katéw $rodkowych rozpietych na tej cieciwie.




Cwiczenie 4
Dwa katy srodkowe danego okregu oparte na tuku A B maja miary réznigce sie o 70°. Miara
wypuktego kata srodkowego opartego na tuku AB jest réwna

O 150°

O 155°

O 145°

(O 140°

Cwiczenie 5
Dany jest okrag o $rodku O i promieniu r. Cieciwa AB tego okregu ma dtugosc réwna
promieniowi. Kat Srodkowy rozpiety na tej cieciwie ma miare

45°

90°

o O O O



Cwiczenie 6

Korzystajac z danych przedstawionych na rysunku, wyznacz stosunek dtugosci tukoéw, na ktére
cieciwa AB podzielita dany okrag.

4o +100°
O

Cwiczenie 7 @

Dany jest okrag o $rodku O i promieniu 12. Oblicz dtugos¢ cieciwy A B tego okregu, na ktorej
rozpieto kat $srodkowy o mierze 120°.



Cwiczenie 8 @

Dany jest okrag o $srodku O i promieniu 7. Wykaz, ze dla dowolnej cieciwy A B tego okregu,
roznej od $rednicy, istnieje cieciwa C'D || AB taka, ze katy srodkowe oparte odpowiednio na
tukach AC'i BD s3a proste. Ut6z w kolejnosci etapy dowodu.

Zauwazmy, ze cieciwa, ktéra nie jest srednicg, dzieli okrgg na dwa tuki o réznej

dtugosci. v
Zatem |£AOC| = |{BOD,|. $
Istnieje wiec taki punkt C' lezacy na tym tuku, zetuk AC ma dtugosc réwng czwartej
czesci tego okregu. M
Katy $rodkowe AOC' i BOD maja taka sama miare réowng 90°. =
Poprowadzmy przez punkt C' prosta rownolegta do cieciwy AB - przetnie ona N
okrag w punkcie, ktéry oznaczymy przez D. M
Jego dtugosc jest wieksza niz pétokrag. =
Poprowadzmy przez sSrodek okregu prosta prostopadtg do obu cieciw. =
Pozostaje wykazaé, ze kat BOD jest prosty. =
Rozwazmy dtuzszy z tukéw danego okregu, o koncach w punktach A, B. =
Oczywiscie tak wyznaczona cieciwa C'D jest rownolegta do AB. $
Symetria osiowa zachowuje zwiagzki miarowe, w szczegblnosci jest przeksztatceniem
wiernokatnym, czyli zachowuje miary odpowiednich katéw. M
Wtedy kat srodkowy AOC ma miare 90°. s
Jest ona osig symetrii tych cieciw oraz figury ztozonej z odcinkéw OA, OC oraz OB R

’ O.D



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Kat Srodkowy kola

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych
12) przeprowadza dowody geometryczne
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.
Cele operacyjne:

Uczen:

» rozpoznaje katy sSrodkowe

dostrzega odpowiednios¢ miedzy pojeciami kata Srodkowego w okregu i w kole

wskazuje, dla danej cieciwy, kat sSrodkowy wypukty i wklesty

wyznacza miary katow srodkowych opartych na okreslonych czesciach okregu

przeprowadza dowody geometryczne
Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm
o dyskusja



rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

praca indywidualna
praca w grupach
praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniéw miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

2.

3.

Nauczyciel zadaje pytanie dotyczace pojecia kata - prowadzi rozmowe prowadzacg do
wskazania, ze intuicyjnie, np. w trojkacie, kata nie postrzegamy jako figury
nieograniczonej, ale jako jego czeS¢ ograniczong do danej figury, np. trojkata.

Prosi o zaznaczenie, na przygotowanym wczesniej rysunku kota, dowolnych katow —
tak prowadzi rozmowg, by pojawity si¢ rowniez katy wyznaczone przez promienie kota.
Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie okreslenia kota i okregu oraz ich srodkow,
promieni i cieciw.

. Nauczyciel podaje definicje kata sSrodkowego w kole i prosi, by zglosit si¢ uczen, ktory

zaznaczy taki kat na rysunku - prowadzi dyskusje w taki sposob, by pojawily sie dwa
katy srodkowe o roéznych miarach.

. Nastepnie nauczyciel wyjasnia, ze w praktyce zaznaczajac odpowiednie katy w kole

ograniczamy sie do rysowania promieni i cieciw, rezygnujac z potprostych.

. Nauczyciel podaje definicje kata sSrodkowego w okregu i prosi uczniow o poréwnanie

obu definicji.

. Nauczyciel wskazuje, ze mozna mowic o kacie srodkowym w okregu w kontekscie

okreslonego tuku i cieciwy — uczniowie wskazuja na zalety i wady kazdego sposobu.
Nastepnie badajg zalezno$ci miedzy tukami /cieciwami i miarami katoéw srodkowych.

. Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac

umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:



» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
Kat srodkowy, kat wpisany
Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
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