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Czy kazdy wykres funkcji ma asymptote?

Zrédto: Federico Beccari, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W przypadku rysowania wykresow niektorych funkciji przydatna jest wiedza dotyczaca
istnienia asymptot, czyli prostych, do ktorych wykres funkciji ,zbliza si¢ coraz bardziej”.
Taka funkcjg jest na przyktad funkcja postaci f(x) = wﬁp + g, ktorej wykres posiada dwie
asymptoty: pionowg o rownaniu = p i pozioma o rownaniu y = q. Czy jednak zawsze
mozna takie asymptoty znalez¢? Na to pytanie postaramy sie poda¢ odpowiedz w tym
materiale.

Twoje cele

o Wyznaczysz rownanie asymptoty pionowejwykresu funkciji, o ile istnieje.
o Wyznaczysz rownanie asymptoty poziomejlub ukosnejwykresu funkciji, o ile istnieje.
» Podasz przyktady funkciji, ktorych wykresy nie majg asymptot.




Przeczytaj

Eksperyment myslowy ze stygnieciem kawy

Wyobrazmy sobie, ze mierzymy co chwile (po ¢t minutach) temperature T'(t) $wiezo
zaparzonejkawy i po szeSciu minutach wykres wyglada, jak ponize;j.
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Stygniecie kawy w czasie

Zadajmy sobie dwa pytania:
1. Jaka temperature miala woda, przy pomocy ktorej zostata zaparzona kawa?
2. Jaka jest temperatura pokoju, w ktorym przebywamy?

Wykres dostarcza nam natychmiastowej odpowiedzi na pierwsze pytanie - woda miata
temperature 80°C.

Drugie pytanie na pierwszy rzut oka wydaje sie by¢ niezwigzane z kawg, ale czy na pewno?
Kawa jest goraca, a powietrze w pokoju zimne, wiec kawa dosy¢ szybko ostygnie,

a powietrze si¢ ogrzeje, przy czym kawy jest tak mato a powietrza tak duzo — nawet

w malutkim pokoiku - Ze proces ogrzania powietrza mozemy w praktyce zaniedbac

i ostatecznie przyjac¢, ze po dltuzszym czasie kawa bedzie miata te sama temperature, co
powietrze w pokoju. Jaka jest to temperatura? Patrzgc na wykres widzimy, ze po prawej
stronie, dla wiekszych wartos$ci argumentow ¢, linia wykresu funkcji temperatury kawy
zbliza si¢ coraz bardziejdo linii 7' = 20. Z matematycznego punktu widzenia oznacza to,



z jednej strony, ze granicg funkcji T'(t) przy t dgzacym do + oo jest 20, ale rowniez, ze
T = 20 jest prawostronng asymptotg wykresu funkcji T'(t). Z termicznego punktu widzenia
oznacza to za$, ze w pokoju panuje temperatura 20°C.

Asymptota pionowa
Na poczatku przypomnijmy sobie pojecie asymptoty pionowe;j.
Definicja: asymptota pionowa lewostronna

Mowimy, ze prosta ¢ = x jest asymptota pionowa lewostronna wykresu funkcji f (lub ze
funkcja f ma asymptote pionowa lewostronnag postaci ¢ = x), jezeli granica lewostronna
funkcji f w punkcie z jest nieskonczona:

lim f(z) = —ocolub lim f(z) = +o0.
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Analogicznie definiujemy asymptote pionowg prawostronng oraz obustronng. Pamietajmy,
ze funkcja moze mie¢ granice niewlasciwe (nieskonczone) w punkcie tylko wtedy, gdy jest
tam nieciggla.

Przyktad 1

T

Sprawdzimy, czy wykres funkciji f(z) = 175, ¢ # 1, posiada asymptoty pionowe.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze funkcja jest ciggta wszedzie, poza punktem z = 1, gdzie jest nieokreslona,
wiec musimy sprawdzi¢ granice funkcji jedynie w tym punkcie. Obliczmy je zatem.
Mamy:

ig?,lfw ::[ﬁ%]3:-+00,

oraz
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lim
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czyli wykres funkcji f ma asymptote pionowa obustronng o réwnaniu x = 1.
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Funkcja, ktora nie jest okreslona w danym punkcie, moze oczywiscie nie mie¢ tam
asymptoty pionowe;.

Przyktad 2
Wykazemy, ze wykres funkcji f(x) = “’72 nie posiada asymptoty pionowe;j.
Rozwigzanie

Funkcja f nie jest okreslona dla = 0, ale ma w tym punkcie granice wtasciwg
(skonczong), rowna 0. Zatem nie istnieje asymptota pionowa wykresu tej funkcii.

Przyktad 3
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Pokazemy, ze wykres funkcji f(z) = nie posiada asymptoty pionowe;j.

Rozwigzanie

[~

ﬁn(z):

Przeanalizujmy wykres funkcji f(z) = —




sin(%)

x

Wykres funkcji y =

Zauwazmy, ze funkcja przyjmuje nieograniczenie duze wartosci w poblizu punktu = = 0,
w ktorym nie jest okreslona, ale nie posiada w tym punkcie granicy, tym samym nie
posiada réwniez asymptoty pionowe;.

Asymptota pozioma i ukosna

Zazwyczajw skonczonym punkcie funkcja posiada skonczong wartos¢,

a w nieskonczonosci - nieskonczona granice. ZobaczyliSmy, ze w nienaturalnej sytuacji, gdy
funkcja w skonczonym punkcie posiada granice nieskonczong, to w tym punkcie posiada
rowniez asymptote pionowa; w przypadku asymptoty poziomej jest podobnie: funkcja musi
w nieskonczonoSci posiada¢ granice skonczona.

Definicja: Asymptota pozioma

Mowimy, ze prosta y = ¥ jest asymptota poziomg lewostronng wykresu funkcji f (lub ze
funkcja f ma asymptote poziomg lewostronng postaci y = yg), jezeli granica funkcji f dla
x dgzacego do —oo jest skonczona i rowna vy,

lim f(z) = yo.

Tr——00
Analogicznie definiujemy asymptote pozioma prawostronng oraz obustronna.

Przyktad 4

_z
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Sprawdzimy, czy wykres funkciji f(z) = x # 1, posiada asymptoty poziome.

Rozwigzanie




Wyznaczymy w tym celu granice tej funkcji w nieskonczonosciach:

Jm = lim ;,1 = g1 =1

oraz

ST =7

czyli wykres podanej funkcji posiada asymptote poziomg obustronng o rownaniu: y = —1

Asymptoty poziome lewo- i prawostronne nie musza by¢ okreslone tymi samymi
rownaniami.

Przyktad 5

Pokazemy, ze wykres funkcji:

2T — 3 dla z <1
r) = r— )
f() (%) 1—2 dla z > 1

posiada rozne asymptoty poziome z leweji prawej strony.
Rozwigzanie

Narysujmy wykres tej funkciji:
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Zauwazmy, ze



lim f(z) = —3

T——00
oraz

lim f(z) = -2,

r—-+00

czyli prosta y = —3 jest asymptotg poziomg lewostronng, a prosta y = —2 jest asymptota
poziomg prawostronna tej funkciji.

Jezeli funkcja nie ma granicy skonczonejw nieskonczonosci, nie moze posiadac¢ asymptoty

2+ 22 +22+3
242

nieskonczone. Jej wykres pokazuje rowniez, ze poza pewnym znieksztalceniem w okolicy

poziomej. Na przyktad funkcjay = w obu nieskonczono$ciach ma granice

poczatku uktadu wspotrzednych, wykres tej funkcji tudzgco przypomina wykres funkciji
liniowe;j.

Prowadzi nas to do kolejnej definicij.

Definicja: Asymptota ukosna

Mowimy, ze prosta y = ax + b jest asymptotg uko$ng lewostronng wykresu funkcji f (lub
ze funkcja f ma asymptote uko$ng lewostronng postaci y = ax + b), jezeli granica
roznicy funkcji fiax + bdla z dazacego do —oo jest réwna 0:

lim (f(z) — (az + b)) = 0.

T—r—00

Analogicznie definiujemy asymptote uko$na prawostronng oraz obustronng. Zauwazmy, ze
jezeli a = 0, to definicja asymptoty ukosnej pokrywa sie z definicjg asymptoty poziome;j.

Przyktad 6
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Sprawdzimy, czy wykres funkcji f(z) = %}3“3

posiada asymptote uko$na.
Rozwigzanie

Zobaczmy najpierw, czy jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wartoS¢ parametru a:

: : S+a24+22+3
lim A2 = iy Sieiiess
z——o0o T T——00 T3 +2z

1 2 3
—lim et _ 1r0r040 1
= r—r—00 1_’_% - 1+0 — ’
czylia = 1.

Wyznaczymy nastepnie warto$¢ parametru b:

3 2
lim z) —azx) = lim (Hw—HwH_w):
$—>—oo(f( ) ) T——00 z2+2
: 2243 s I+ 140
=lim, , o T2 =lim; , 1+2 — 1r0 1,
T
czylib = 1.

Te same wyniki otrzymamy dla granic przy * dgzacym do +o0 i ostatecznie mozemy

stwierdzic, ze prosta y = x + 1 jest asymptotg ukosng obustronng wykresu funkciji
f( ) 3?4243
r) = 22+2 .

Nie kazda funkcja ma asymptoty ukosne, czasami moze w ogoéle nie by¢ okreslona dla
duzych wartosci argumentu .

Przyktad 7
Sprawdzimy, czy wykres funkcji f(z) = vz — 22 posiada asymptoty ukosne.
Rozwigzanie

Dziedzing tej funkciji jest zbior {z € R : 0 < < 1}, zatem nie posiada w ogdle granic
w nieskonczonosciach, i nie moze posiada¢ asymptot ukosnych.

Niektore funkcje nie posiadajg asymptot uko$nych, gdyz ich wykresy nie przypominajg
wykresow funkeji liniowych.

Przyktad 8

2 nie posiada asymptot uko$nych.

Wykazemy, ze wykres funkcji f(z) =z — z
Rozwigzanie

Sprawdzimy, czy da si¢ wyznaczy¢ warto$¢ a. Dla asymptoty uko$nejlewostronnej mamy:
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lim £ — fim (1-2)=4o0.
T——00 T——00

Zatem funkcja nie posiada asymptoty ukos$nejlewostronnej. Podobnie sprawdzamy, ze nie
istnieje asymptota prawostronna.

Przyktad 9
Wykazemy, ze wykres funkcji f(z) = 2z + sin z nie posiada asymptot uko$nych.
Rozwigzanie

Wyznaczymy najpierw wartoS¢ a. Zarowno z lewej, jak i prawej strony:

a= lim % — 1im (2—|—Si%)=2.

z—+too ¥ r—+o00

Wyznaczamy warto$¢ b:

lim (f(z) —az) = lim (f(x) —2z) = lim sinz

r—+00 r—F00 r—+00

Granice te jednak nie istnieja.

Ostatecznie nie istnieje ani lewostronna, ani prawostronna asymptota ukosna tej funkciji.

Mozna rozszerzy¢ pojecie asymptot na asymptoty krzywoliniowe, ale wykracza to poza ramy
niniejszego materialu, warto jednak o tym z pewnoscia poczyta¢ w wolnym czasie.

Stownik

asymptota pionowa

prosta x = xo, jezeli granica funkciji dla  dgzacego do z jest nieskonczona (—oo lub +oo

)

asymptota pozioma

prosta y = o, jezeli granica funkcji w nieskonczonosci (—oo lub +o00) jest skonczona
i rowna yo

asymptota ukosna

prostay = az + b, jezeli w nieskonczonos$ci (—oo lub +00) granica roéznicy
(f(z) — (ax + b)) jest rowna 0




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacja przedstawiajgca kolejne kroki wyznaczania rownan asymptot
wykreséw funkcji wymiernych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DA2cN3Awz

Polecenie 2

z2—1
rz—2 °

Wyznacz asymptoty wykresu funkcji f(x) =


https://zpe.gov.pl/a/DA2cN3Awz

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz réwnanie asymptoty pionowej wykresu funkcji f(z) = 2z% + 1.

T =2

Funkcja nie posiada asymptoty pionowe;j.

o O O

(O z=0
Cwiczenie 2
Wopisz poprawng odpowiedz.

Asymptota pionowa wykresu funkcji f(x) = % jest prosta o réwnaniu x =

Cwiczenie 3

2241

Wskaz réwnanie asymptoty poziomej wykresu funkcji f(z) = ==5-.

O y=-2

O y=2

O y=0

() Funkcja nie posiada asymptoty poziome;j.




Cwiczenie 4

Wskaz réwnanie asymptoty poziomej wykresu funkcji f(ac) = %

O y=2
O y=-2
() Funkcja nie posiada asymptoty poziomej.
O y=0
Cwiczenie 5

Wskaz réwnanie asymptoty ukosnej wykresu funkcji f(z) = %

(O y=2z+4

O y=2

O y=z+1

() Funkcja nie posiada asymptoty ukosnej.



Cwiczenie 6

Zaznacz wszystkie wtasnosci funkeji f(x) = ngi

Wykres funkcji f nie posiada ani asymptoty poziomej, ani ukosne;j.

Wykres funkcji f ma asymptote pionowa o réwnaniu: = 1.

Wykres funkcji f ma asymptote pionowg o rownaniu: x = —1.

Wykres funkcji f ma asymptote ukosng o rownaniu: y = x.

O o o O O

Wykres funkcji f ma asymptote pionowa o réwnaniu: = 0.

[ ] Wykres funkcji f ma asymptote pozioma o réwnaniu: y = 1.

Cwiczenie 7 @

Potacz w pary wzory funkcji i informacje o ich asymptotach.

1— L dlaz<—1 Wykres funkcji ma lewostronng
flz) = 2.1 ql - _q asymptote pozioma i nie ma asymptoty
o azz— prawostronnej.

f(a:) R P Wykres funkcji ma zaréwno asymptoty
o pionowe, jak i asymptote pozioma.
Wykres funkcji nie posiada ani
3
f(z) = 57 asymptoty pionowej, ani poziomej, ani
ukosne;j.

f(z) = 31922 Wykres funkcji nie posiada asymptot
3227 pionowych, posiada asymptote ukosna.



Cwiczenie 8 @

Dana jest funkcja f(x) = szf Z parametrem rzeczywistym a. Potacz wartosci parametru a
z informacjami o funkcji f .

a=0 Funkcja f jest funkcja stata.
Wykres funkcji f nie ma asymptot
a<0 .
pionowych.
0> 0 Wykres funkcji f ma doktadnie jedna

asymptote pionowa.

Wykres funkcji f ma doktadnie dwie

Nie ma takiej wartosci a. .
asymptoty pionowe.



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Czy kazdy wykres funkcji ma asymptote?

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy

Zakres rozszerzony. Uczen:

1) Oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

e wyznacza asymptoty pionowe, poziome i ukosne, jezeli istniejg
» podaje przyktady funkciji, ktorych wykresy nie majg asymptot

Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

metoda odwroconej klasy

analiza przypadku

dyskusja

pogadanka z wykorzystaniem prezentacji



Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg zajec:
Przed lekcja:

1. Na podstawie sekcji ,,Przeczytaj’ uczniowie przypominaja sobie pojecia asymptot oraz
zapoznaja si¢ z ,Eksperymentem myslowym ze stygnieciem kawy”.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Troje chetnych uczniow omawia pojecia asymptoty pionowej, poziome;ji ukosne;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznajq sie z przyktadami funkciji z sekciji ,,Przeczytaj’, ktorych
wykresy nie maja asymptot i dyskutujg nad watpliwosciami.

2. Nauczyciel wySwietla i omawia przyklad z prezentaciji multimedialne;j.

3. Uczniowie indywidualnie wykonuja polecenie umieszczone pod medium bazowym,
konsultujgc sie¢ ewentualnie z nauczycielem.

4. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 1, 4, 6, 71 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Rozwigzania zadan
uczniowie zapisujg w zeszycie, sprawdzajac w materiale ich poprawnosc.

Faza podsumowujaca:

1. Po ustalonym czasie nauczyciel sprawdza odpowiedzi uczniow, wyjasnia pomyiki,
omawia poprawne rozwigzania na forum klasy.

Praca domowa

Uczniowie rozwigzujg pozostate ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie”. W parach zadaja sobie
nawzajem zadanie analogiczne do jednego z ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:

Granice funkcii



Granice funkcji w nieskonczonosci
Asymptoty funkcji elementarnych
Wykres funkcji

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje multimedialng mozna rowniez wykorzystac¢ przy tematach ,Asymptota ukosna
wykresu funkcji” lub ,,Asymptota pionowa wykresu funkcji” oraz w trakcie powtorzenia
przed sprawdzianem.



