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Rekurencja
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W internecie mozesz znalez¢ wiele prob wyjasnienia, na czym polega rekurencja.
Klasycznym juz przyktadem wyjasnienia postepowania rekurencyjnego jest to, ktore
zaproponowat Andriej P. Jerszow.

Oto6z okreslit on czynno$¢ jedz kaszke jako: jesli talerz jest pusty, to zakoncz jedzenie,
w przeciwnym wypadku zjedz tyzke kaszki i wro¢ do poczatku.

Z definicji wynika, ze dopoki na talerzu jest kaszka, nalezy zjeS¢ jejjedna tyzke i ponownie
wykona¢ czynnosc¢ jedz kaszke. Jezeli na talerzu brak kaszki, to czynnos¢ jest przerywana.

Z samg rekurencja mozesz si¢ spotka¢ w wielu - czesto dos¢ odlegtych - dziedzinach, np.
w sztuce, architekturze, optyce czy matematyce. W informatyce uzywamy jej miedzy
innymi w algorytmach generowania ciggow liczb, wyszukiwania wartosci, sortujacych
zbiory czy generowania fraktali. W tym e-materiale omoéwimy definicje rekurenciji oraz jej
przykladowe zastosowania w informatyce.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjasnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

» Ciag okreslony rekurencyjnie,
» Ciag geometryczny okreslony rekurencyjnie,
» Wzor ogolny ciggu okreslonego rekurencyjnie,
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o Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Zastosowanie rekurencji w poszczegoélnych jezykach programowania przedstawiamy
w e-materiatach:

» Rekurencja w jezyku C++,
» Rekurencja w jezyku Java,
» Rekurencja w jezyku Python.

Wiecejzadan? Siegnij do: Rekurencja - ¢wiczenia, Rekurencja w zadaniach.

W tym e-materiale odwotlujemy si¢ rowniez do informaciji dotyczacych ciggu Fibonacciego.
Omawiamy go w nastepujacych e-materiatach:

» Ciag Fibonacciego,

» Cigg Fibonacciego w jezyku C++,

» Ciagg Fibonacciego w jezyku Java,

» Ciag Fibonacciego w jezyku Python.
Twoje cele

» Wyjasnisz, na czym polega rekurencja, a takze podasz przyktady jej zastosowan.
» Przedstawisz rekurencyjng realizacje algorytmu Euklidesa, obliczania silni oraz
generowania ciggu Fibonacciego.
o Wyjasnisz, czym sg liczby wzglednie pierwsze.
» Wskazesz ograniczenia, jakie wigzg sie z wykorzystaniem rekurencii
W programowaniu.

» Wymienisz przyklady rekurencji w sztuce.
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Przeczytaj

Wiesz juz, jak podchodzi¢ do rozwigzywania stawianych przed toba problemow
programistycznych. Schemat wyglada tak, ze zwykle najpierw probujemy skorzystac

z gotowego rozwigzania, a jesli to nie zadziata, modyfikujemy i rozszerzamy rozwigzania,
ktore znamy. Ostatecznie siegamy po metode 1gczenia rozwigzan czesciowych. Probujemy
zatem uprosci¢ proces. S3 jednak problemy, ktore mozemy rozwigzac, rozbijajac je na takie
podproblemy, ktore sa podobne do cato$ci. Rozwigzywanie mniejszych podproblemoéw ma
zas doprowadzi¢ do rozwigzania problemu gtownego. Taka metode nazywamy metodg
rekurencyjng.

Definicja rekurenciji

Z rekurencja w informatyce spotykamy sie w sytuacji, gdy korzystamy z rozwigzan tego
samego problemu, ale dla mniejszej wartosci lub liczby danych. W takim wypadku czesto
stosujemy algorytm rekurencyjny, czyli odwotujacy sie do siebie. Algorytm konczy sie, gdy
potrafimy poda¢ odpowiedz bez korzystania z rozwigzan dla mniejszych danych.

Przejdzmy do matematycznej definicji ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie. Najpierw
zapisujemy wyraz ciggu o indeksie O (lub kilka poczatkowych jego wyrazéw). Nastepnie
podajemy wzor na wyraz o indeksie n wyrazony za pomoca wyrazow poprzednich.

Wzoér rekurencyjny uzaleznia wigc wartos¢ dowolnego (ogolnego) wyrazu tego ciggu od
warto$ci poprzedzajacych go wyrazow.
Przyktad 1

Zapiszmy za pomocg pseudokodu algorytm jedzenia kaszki, ktory przedstawiliSmy
w sekcji ,Wprowadzenie”.

Jedz kaszke
jesli talerz jest pusty
koniec jedzenia
W przeciwnym razie
zjedz tyzke kaszki
Jedz kaszke

By lepiej zobrazowac dziatanie algorytmu, zapiszmy go tak:

Jedz kaszke
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jesli talerz jest pusty
koniec jedzenia
W przeciwnym razie
zjedz tyzke kaszki
Jedz kaszke
jesli talerz jest pusty
koniec jedzenia
W przeciwnym razie
zjedz tyzke kaszki
Jedz kaszke

ZauwazyC mozna, ze sekwencja si¢ powtarza - jedzenie kaszki (w programie bytaby to
funkcja) powtarza si¢ w ramach jedzenia kaszki (czyli funkcja wywotuje funkcje).
Przyktad 2

Zapoznajmy si¢ z przyktadem matematycznym.
Jak wyznaczy¢ wyraz ciaggu o indeksie n z ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie?

Oto definicja pewnego ciggu okreslonego rekurencyjnie. Wyraz ciggu o indeksie O jest
podany, np.:

0 - 2 dla n = 0
" la,-1+3 dla n > 0

W jaki sposéb mozemy wyznaczy¢ wyraz ciggu o indeksie n? Przeanalizuj algorytm
zapisany za pomocg pseudokodu wykorzystujacy funkcje rekurencyjna.
Specyfikacja problemu:
Dane

» n - liczba catkowita; indeks wyrazu w ciggu, ktory chcemy obliczy¢
Wynik

e obliczony wyraz ciggu o indeksie n

funkcja rekurencja(n):
jezeli n = 0:

Zwroc 2
W przeciwnym razie:



zwro¢ rekurencja(n - 1) + 3

Najwiekszg zaletg funkcji rekurencyjnych jest prostota ich zapisu. Algorytm jest krotki
i zrozumialy.

W przyktadzie zostala opisana za pomocg pseudokodu funkcja rekurencyjna, ktora oblicza
n-ty wyraz ciggu wedtug podanego wzoru rekurencyjnego. Jej parametrem jest indeks
wyrazu ciggu, ktory chcemy obliczy¢.

Jezeli argumentem funkcji bedzie wartos¢ 0, to zwrocong wartoscig bedzie 2. Jesli nie,
ponownie wywotywana jest funkcja rekurencyjna, ale z inng wartoscig argumentu. W tym
przypadku wartoscig argumentu jest indeks poprzedniego wyrazu ciggu, czylin - 1.

Algorytm jest rekurencyjny wtedy, gdy do rozwigzania problemu wykorzystuje on sam
siebie. Funkcja jest rekurencyjna wtedy, gdy wywoluje samg siebie. Kolejne wywotania takie;
funkcji nazywamy rekurencyjnym ciaggiem wywotan.

Rekurencyjny cigg wywotan musi by¢ skonczony ten nie moze by¢ nieskonczony, stad
w rekurencji musi by¢ okreslony warunek konczacy rekurencje.

Proces taki mozemy pokaza¢ za pomocg drzewa wywotan rekurencyjnych. Przedstawiony
na ilustracji przyklad jest drzewem wywotan rekurencyjnych dla poczatkowego wywolania
funkcji a(5). Takie wywolanie zwroci warto$¢ 17.
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Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Algorytm Euklidesa



Przypomnijmy: algorytm Euklidesa stosowany jest do wyznaczania najwigkszego wspolnego
dzielnika (NWD) dwoch liczb naturalnych. NWD moze by¢ wykorzystany do skracania
ulamkow czy obliczania najmniejszej wspolnej wielokrotnosci (NWW). Wiecejna temat tego
algorytmu przeczytasz w e-materiale: Algorytm Euklidesa.

Specyfikacja problemu:
Dane

e a -liczba naturalna
e b -liczba naturalna

Wynik

e« NWDIliczbaib

Algorytm Euklidesa z odejmowaniem

Wersja rekurencyjna prezentuje si¢ nastepujaco:

funkcja NwD(a, b)
jezeli a !'= b:
jezeli a > b
zwro¢ NwWb(a - b, b)
W przeciwnym razie
zwro¢ Nwb(a, b - a)
zwroc a

Funkcje sa rekurencyjnie wywolywane do momentu, gdy wartosci argumentow funkciji
beda takie same. Wtedy zwracana jest warto$¢ jednego z nich i to on jest najwiekszym
wspolnym dzielnikiem liczb a oraz b.

Algorytm Euklidesa opiera si¢ na prostej obserwaciji: jezeli liczba naturalna c dzieli liczby
naturalne a i b, to dzieli réwniez ich roznice. Rzeczywiscie jeslic = NWD(a, b),wowczas
istnieja takie wzglednie pierwsze liczby naturalne ki 1, dlaktorycha = ¢ * Kk oraz

b = ¢ * 1.Niech ponadtoa > b.Wowczas

a-b=c*k-c¢c*1=¢c* (k- 1), cooznacza, zeliczbaa - bréwniez dzieli
sie przez c. To oznacza, ze zarowno réznica liczb b oraza - b, jakiréznicaliczb a oraz

a - b dzielg si¢ przez c. Powtarzanie odejmowania doprowadzi do obliczenia c.

Algorytm Euklidesa z reszta z dzielenia
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W tym wariancie algorytmu do znalezienia NWD - zamiast roznicy dwoch liczb - uzywa sie
reszty z ich dzielenia.

W podejsciu rekurencyjnym dla b roznego od 0 przykladowa funkcja NWD(a, b) wywotuje
samg siebie z argumentami NWD(b, a mod b) do momentu trafienia na przypadek
podstawowy, kiedy b bedzie rowne 0. Pseudokod takiej funkcji wyglada nastepujaco:

funkcja NwD(a, b):
jezeli a !'= 0:
Zwro¢ NwWD(b mod a, a)
W przeciwnym razie
zwroc b

Funkcje sg rekurencyjnie wywotywane do momentu, gdy warto$¢ jednego argumentu
funkciji jest rowna 0. Wtedy zwracana jest wartos¢ jednego z nich i to on jest najwiekszym
wspolnym dzielnikiem liczb a oraz b.

Zastanowmy si¢, dlaczego mozemy w ten sposob podejs¢ do tego problemu.

Zalozmy, ze chcemy obliczy¢ NWD dwoch liczb a oraz b. S3 to liczby naturalne. Chcemy
wyznaczyc¢ liczbe c, ktora jest ich najwiekszym wspolnym dzielnikiem.

W naszym problemie a = b. Podzielmy b przez a. Otrzymamy iloraz (x oraz reszte (r).

Zapiszmy to.
b~ a = xzresztar
Zatem:
b =ax +r
natomiast:
0<r<m

Jeslir = ©,toNWD(a, b) = a.Oznaczato, ze jedna z liczb dzieli drugg bez reszty, zatem
mniejsza z liczb jest wspolnym dzielnikiem.

JeSli natomiast r # 0, mozemy zapisa¢,ze r = b - xa.Mozemy zatem zauwazyc, ze
kazda liczba, ktora dzieli liczby a oraz b, dzieli rowniez cate wyrazenie b - xa, zatem
dzieli rowniez r. Wynika z tego to, ze NWD liczb a oraz b dzieli rowniez reszte r.



Mozemy to zapisa¢ jakoNWD(a, b) = NWD(r, a),aponiewaz resztaz dzielenia jest
wynikiem operacji modulo, toNWD(a, b) = NWD(b mod a, a).

Problemy zwigzane z rekurencja

Programy wykorzystujace rekurencje wymagaja uzycia duzejiloSci pamieci. Dla kazdego
wywotania funkcji (w tym rekurencyjnego) program musi umiesci¢ w pamieci adres
powrotu, wartosci zmiennych lokalnych, jak rowniez wartosci argumentow wywotywane;j
funkciji. Dane te s3 niezbedne do odtworzenia stanu przed wywotaniem, w momencie
zakonczenia danej funkcji. Moze to spowodowac przepetnienie pamieci. Informacje te
zapisywane s3 w wyznaczonym miejscu pamieci, ktore zwiemy stosem.

Rozwigzywanie niektorych problemow metodg rekurencyjng moze takze znaczaco
zwiekszy¢ ztozono$¢ czasowq algorytmu. W takiej sytuacji wskazane jest uzycie wersji
iteracyjnej rozwigzania problemu.

Aby zobrazowac¢ problem przepelnienia stosu, postuzmy sie przyktadem. Uruchomienie
funkcji rekurencja(n), zdefiniowanejna poczatku tego e-materiatu, spowoduje
uruchomienie drzewa rekurencyjnego o wysokosci n. Oznacza to, ze aby obliczy¢ wartos¢
funkcji rekurencja(n), potrzebujemy na stosie obszaru o wielkosci n - ¢, gdzie cjest
pewnym wspotczynnikiem stanowigcym $rednig iloSci pamieci zajmowanej na stosie przy
kazdym kolejnym wywotaniu funkciji.

Wazne!

Miejsce na stosie zajmowane przez funkcje rekurencyjng zalezy od liczby wywotan
rekurencyjnych i iloSci danych przechowywanych na stosie przez kazde wywotanie.

W przypadku funkcji rekurencja(n), ktora wywoluje sama siebie dwukrotnie
zargumentami (n - 1)i(n - 2),nastosie trzeba przechowa¢ dwa argumenty (typu
int) oraz wartoS¢ zwracang przez kazde z dwoch wywotan. Poniewaz typ int zwykle
zajmuje 4 bajty, to kazde wywotanie funkcji rek zajmuje na stosie okoto 12 bajtow (2 x 4
bajty na argumenty i 4 bajty na wartoS¢ zwracang).Dla przyktadu, dlan = 5 funkcja
rekurencja wykona 15 wywotan rekurencyjnych, a wiec zajmie na stosie okoto 180 bajtow
(15 x 12 bajtow). Jednak w przypadku wigkszych wartosci n ilo$¢ danych na stosie bedzie
znacznie wieksza, co moze prowadzi¢ do przepetnienia stosu.

Niech ¢ wynosi 16 bajtow. Wowczas przy zakladanej wielkosci stosu maksymalna wartos¢ n,
dla ktorej mozemy wywota¢ funkcje rekurencja(n) bez bledu przepelnienia stosu,
WYNosi:

1MB  1024-1024 B

= = 65536
16 B 16 B
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W rzeczywisto$ci program moze zakonczyc¢ sie duzo wczesniej. Np. interpreter jezyka
Python domyslnie ogranicza liczbe wywotan rekurencyjnych do 1000. W jezyku C++ nie ma
takiego ograniczenia.

Ztozonos¢ obliczeniowa tej funkcji wynosi 0 (n), poniewaz funkcja wywoluje sama siebie n
razy, a kazde wywotanie wykonuje statg liczb¢ operacji (jedno dodawanie i jeden warunek).

Ztozonos$¢ pamieciowa jest rowniez 0 (n), poniewaz dla kazdego wywotania funkciji
rezerwowany jest nowy stos o staltym rozmiarze (w tym przypadku 4 bajty) na wartosci
zwracane przez wywolania rekurencyjne oraz zmienne lokalne. Zatem catkowita ilos¢
pamieci potrzebna na utworzenie wszystkich stosow wynosi 0(n * 4) = 0(n).
Ciekawostka

Efekt Droste'a swojg nazwe zawdzi¢cza opakowaniu
kakao o tej samej nazwie. Na etykiecie produktu
przedstawiona zostata kobieta trzymajgca tace

z filizanka i puszka kakao, na ktorej w sposob
rekurencyjny powtorzony zostat caty rysunek.

Podobny efekt zastosowano réwniez na opakowaniach
popularnego serka. Co ciekawe, jego nazwa w Polsce to
fonetyczny zapis skroconejnazwy francuskiego
oryginatu (fr. La vache qui rit).

Innym przyktadem rekurencji mogg by¢ matrioszki,
czyli rosyjskie drewniane lalki. Ich specyfika polega na
tym, ze wewnatrz najwiekszej lalki znajdujq sie
identyczne, coraz mniejszych rozmiarow.

Problem 1

Zrédto: domena publiczna.

Wskaz przyktady rekurencji w sztuce.

Stownik
iteracja

technika programowania polegajaca na powtarzaniu tych samych operacji w petli

okreslong liczbe razy lub do momentu, az zostanie speiniony zadany warunek
NWD

najwiekszy wspolny dzielnik dwoch liczb - najwig¢ksza liczba naturalna, ktora dzieli obie
te liczby bez reszty
przepetnienie pamieci




btad polegajacy na przekroczeniu rozmiaru zarezerwowanego miejsca dla programu
W pamieci operacyjnej
rekurencja

technika programowania polegajaca na odwotywaniu sie procedur lub funkcji do samych
siebie, az do momentu spetnienia warunku podstawowego
stos

dynamiczna struktura danych, w ktorejinformacje pobierane sg ze szczytu i na niego
odkladane; struktura typu LIFO (Last-In, First-Out - ostatni na wejsciu, pierwszy na
wyjsciu)

liczby wzglednie pierwsze

liczby catkowite, ktorych najwigkszym wspolnym dzielnikiem jest liczba jeden



Aplet




Polecenie 1

Dany jest ciag zdefiniowany rekurencyjnie:

(0 dlan=0
F,=<1 dlan=1
Fo,_1+F,o dlan>1

Jest to ciag Fibonacciego. W jaki sposéb obliczy¢ jego wyraz o indeksie n?

Rozpisz drzewo wywotan rekurencyjnych dla podanego ciggu. Nastepnie poréwnaj je z tym
zaprezentowanym w aplecie.

Specyfikacja problemu:

Dane

e n - liczba naturalna; indeks wyrazu w ciggu Fibonacciego

Szukane

e wyraz - liczba naturalna; obliczony wyraz ciggu Fibonacciego

funkcja fib(n):
jezeli n < 2:
Zwroc n
zwr6¢ fib(n - 1) + fib(n - 2)

Uruchom aplet prezentujacy kolejne wywotania rekurencyjne funkcji. Przejdz przez
poszczegoblne etapy wykonania procedury zarowno dla domysinych, jak i wtasnych danych
wejsciowych. Jak zaprezentowane drzewo wywotan ma sie do tego, ktore zostato
przedstawione w sekcji ,Przeczytaj”?

Wazne!

Wykorzystanie mechanizmu rekurencji do rozwigzania tego problemu jest nieefektywne.

Funkcja bedzie wielokrotnie oblicza¢ te same wartosci, z kazdym wywotaniem fib(n)



liczac od nowa wartosci fib(n - 1) ifib(n - 2).Zwrd¢ uwage, ile razy dla
wywotania fib (5) zostanie policzona wartos¢ fib (2). Funkcje zaprezentowano tylko
w celu wyjasnienia rekurencji. Nie nalezy jej stosowac¢ do wyznaczenia wyrazow ciagu

Fibonacciego.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/D1HpTUON1

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Polecenie 2

Dany jest nastepujacy wzor zdefiniowany rekurencyjnie:

a—l dla n = 0
" la,_1*n dla n > 0

Rozpisz drzewo wywotan rekurencyjnych ciggu dla n = 4.


https://zpe.gov.pl/a/D1HpTu0N1

Prezentacja multimedialna




Polecenie 1

Zapisz za pomocg pseudokodu algorytm obliczania silni liczby n. Wykorzystaj metode
rekurencyjna.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna, ktérej silnie chcemy obliczy¢

Wynik:

o liczba naturalna dodatnia; wartos¢ silni liczbyn (n! =1 -2 - 3 - ... - n)







Polecenie 2

Ciag a,, dany jest rekurencyjnie:

( 4 dla n=0
an = 12 dla n=1
3xapo+7 dla n>1

Napisz za pomoca pseudokodu algorytm wyznaczajacy n-ty wyraz tego ciggu.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia; indeks wyrazu w ciggu, ktéry chcemy obliczy¢

Wynik:

e liczba naturalna dodatnia; obliczony wyraz ciggu




Polecenie 3

Poréwnaj swoje rozwiazania z przedstawionymi w prezentacji.

Jednym ze sposobow obrazowania rekurenciji jest
martioszka, czyli rosyjska zabawka sktadajgca sie z
drewnianych lalek. S3 one wydrazone w srodku i
witozone jedna w druga.

Zrédto: Dennis Jarvis, commons.wikimedia.org, licencja:
CCBY-SA 2.0.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

Za pomoca pseudokodu zapiszemy rozwigzanie
problemu 1 - rekurencyjny algorytm obliczania
silni danej liczby naturalnej. Przypomnijmy, ze
silnia jest to iloczyn kolejnych liczb naturalnych,
mniejszych lub rownych n.



@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

ol 1 dlan = 0
- \n*(n — 1)! dlan > 1

Definicja rekurencyjna silni ma postac
przedstawiong powyzej.

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

Tworzymy funkcje o nazwie SILNIA. Jgj
parametrem jest n, to znaczy liczba, ktérej silnie
chcemy obliczyc¢:

1 funkcja SILNIA(n):

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEZQ

Zgodnie z definicja rekurencyjna silni,
w momencie, gdy n réwna sie 0, jej silnia wynosi
1. Przedstawmy te operacje:

1 funkcja SILNIA(n):
2 jezeli n = 0:
3 zwroc 1



Materiat audio dostepny pod adresem: w
https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEZQ

Teraz mozemy wykorzystac rekurencje. Gdy
wartos¢ parametru n jest wieksza lub réwna 1,
silnie obliczamy jako iloczyn wartosci n i silni
liczby naturalnej mniejszej o jeden, czyli (n -
1) !. W ten sposdb funkcja bedzie wywotywana
rekurencyjnie do momentu, gdy zmienna n
osiggnie wartosc¢ 0. Wtedy otrzymamy silnie
rowna 1 i dzieki temu beda mogty zostac
wyznaczone silnie kolejnych liczb, azdon!.

1 funkcja SILNIA(n):

2 jezeli n = 0:

3 zZWroc 1

4 w przeciwnym wypadku:
S zwréé¢ n x SILNIA(n

_'I)

@ 4 dla n =0
iy = 12 dla n=1
2%, 0+7 dla n=>1

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEgQ

PrzejdZzmy do problemu 2. Zapiszmy za pomoca
pseudokodu algorytm, ktéry umozliwi nam
obliczenie danego wyrazu ciggu rekurencyjnego.
Ciag bedzie zdefiniowany nastepujaco:

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEgQ



Nasza funkcje nazwiemy CIAG. Parametr, ktéry
przyjmie, to indeks wyrazu ciggu n, ktory
bedziemy mogli obliczy¢.

1 funkcja CIAG(n):

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

Zgodnie ze wzorem przedstawionym powyzej,
wyraz ciggu o indeksie O wynosi 4. Umiesé¢my
wiec dang instrukcje w pseudokodzie.

W przypadku, gdy zmienna n przechowuje
wartos¢ 0, zwracany jest wyraz ciggu o indeksie
O - jego wartosc¢ jest rowna 4.

1 funkcja CIAG(n):

2 jezeli n = 0:
3 zZwrocé 4
Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

Podobnie postepujemy z wyrazem ciggu o
indeksie 1:

1 funkcja CIAG(n):

2 jezeli n = 0@:

3 zwrocé 4

4 w przeciwnym wypadku:
S jezeli n = 1:

6 zwrécé 12



Tzw. zwierciadto nieskonczonosci jest kolejnym
rzeczywistym wyjasnieniem abstrakcyjnego
pojecia rekurenciji. Lustra ustawione sg w ten
sposob, ze przedmiot odbity w jednym odbija sie
W nastepnym itd.

Zrédto: Elsamuko, commons.wikimedia.org, licencja: CC
BY-SA 2.0.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P6YORIEEQ

Na koniec wyznaczamy pozostate wyrazy ciggu.
W tym celu wywotujemy rekurencyjnie funkcje
dlawyrazun - 2, ktérej wynik pomnozymy
przez 3, a nastepnie dodamy do niego 7. Funkcje
beda wywotywane rekurencyjnie do momentu,
gdy w zmiennej n bedzie przechowywana
wartosc¢ O lub 1. Wtedy kolejno beda obliczane
nastepne wyrazy ciaggu, az do uzyskania n-tego
wyrazu.

1 funkcja CIAG(n):
jezeli n = 0:
ZWroc¢ 4
w przeciwnym wypadku:
jezeli n = 1:
zZwroc 12
W przeciwnym
wypadku:
8 zZwWrocé¢ 3 *
CIAG(n - 2) + 7

N o 0o~ WDN



Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @

Cwiczenie 1 O
Wskaz, do jakiego momentu jest wywotywana rekurencyjnie funkcja dla liczb a i b wedtug
algorytmu Euklidesa wykorzystujacego odejmowanie.

() do momentu, gdy liczba a lub b bedzie miata warto$¢ 0
() do momentu, gdy liczby a oraz b stang sie rozne
() do momentu, gdy liczba a lub b bedzie miata wartos¢ 1

() do momentu, gdy liczby a oraz b stang sie réwne




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Rekurencja
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

3) wyrdznia w problemie podproblemy i charakteryzuje: metode potowienia, stosuje
podejscie zachtanne i rekurencie;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:



a) algorytm Euklidesa w wersji iteracyjneji rekurencyjnej wraz z zastosowaniami,

3) objasnia, a takze porownuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Wyjasnisz, na czym polega rekurencja, a takze podasz przyktady jej zastosowan.

» Przedstawisz rekurencyjng realizacje algorytmu Euklidesa, obliczania silni oraz
generowania ciggu Fibonacciego.

o Wyjasnisz, czym sg liczby wzglednie pierwsze.

» Wskazesz ograniczenia, jakie wigzg sie z wykorzystaniem rekurencji w programowaniu.

« Wymienisz przyktady rekurencji w sztuce.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» metody aktywizujgce.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;



 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»,Rekurencja”. Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami w sekcji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcja zaproponowali kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel ocenia, na podstawie informaciji na platformie, stan
przygotowania uczniow do zajec. Jezeli jest ono niewystarczajgce prosi o ciche
zapoznanie si¢ z trescig w sekcji ,,Przeczytaj’.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”. Uczniowie
wspolnie analizujg kolejne wywotania funkcji rekurencyjnej wyznaczajgcej n-ty wyraz
ciggu Fibonacciego. Nastepnie powtarzajg procedure dla wlasnych danych
wejsciowych. W kolejnym kroku wykonuja polecenie 2.

3. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie z sekcji ,Prezentacja multimedialna”.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel ponownie wysSwietla na tablicy temat i cele lekcji zawarte w sekcji
~Wprowadzenie” W kontekscie ich realizacji nastepuje omoéwienie ewentualnych
problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Prezentacja multimedialna”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie rozwigzujg polecenia 1i 2 z sekciji ,Prezentacja multimedialna”. Nastepnie
porownujg swoje rozwigzanie z przedstawionym w prezentacji. W kolejnym kroku
testujg zapisany pseudokod dla przyktadowych wartos$ci n.

Wskazowki metodyczne:

» Tresci w sekcji ,,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.

e Uczniowie w ramach przygotowania do zaje¢ moga poszukac przykltadow obecnosci
rekurencji w sztuce, naturze etc.

« Aplet mozna wykorzysta¢ do wizualizacji dziatania rekurenciji oraz stosu.






