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Istnieje wiele gier karcianych rozgrywanych tradycyjnymi taliami. Organizowane sg nawet
miedzynarodowe rozgrywki np. w pokera, cieszace si¢ znaczng popularnoscia.



W matematyce mamy do czynienia z kartami najczeSciej w zadaniach zwigzanych
z rachunkiem prawdopodobienstwa.

W tym materiale pokazemy, jak losowanie kart mozna wykorzysta¢ w zadaniach
kombinatorycznych.

Zawarte tu problemy sg tak dobrane, aby mozna bylo okresli¢ liczbe zliczanych obiektow,
wykorzystujac kombinacje.

Twoje cele

o Okreslisz liczbe zdarzen elementarnych w danym do$wiadczeniu losowym.

o Okreslisz liczbe zdarzen sprzyjajagcych danemu zdarzeniu losowemu.

o Wykorzystasz narzedzia kombinatoryki do zliczania wynikow doswiadczen
losowych.




Przeczytaj

W standardowej talii sg 52 karty. Karty s w czterech kolorach, po 13 kart w kazdym.

4

pik (z franc. grot)

' kier (z franc. serce)

¢
o

Kazdy z koloréw posiada dziewie¢ kart numerowanych od 2 do 10 oraz trzy figury:
krol, dama, walet oraz dodatkowa karte - as.

karo (z franc. czworokat)

trefl (z franc. koniczyna)

W zadaniach dotyczacych okreslania liczby wynikoéw losowania kart, bedziemy korzystac ze
wzoru na kombinacje.

Twierdzenie: Liczba kombinacji

Liczba C* wszystkich kombinacji k—elementowych zbioru n-elementowego jest rowna

E_ (™) _ n!
Cn T (k) Tkl (n—k)!’

gdzie:
neN keNLik <n.

Przyktad 1

Z talii 52 kart losujemy bez zwracania piec¢ kart. Obliczymy, ile istnieje mozliwych
wynikow losowania, w ktorych otrzymamy dwa kiery.
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Mamy wylosowa¢ dwa kiery sposrod 13 wszystkich kieréw znajdujgcych sig talii i jeszcze
trzy inne karty sposrod pozostatych 39.

Kiery losujemy na C% sposobow.
Pozostate trzy karty losujemy na C'??g sposobow.

Kolejno$¢ losowania nie ma znaczenia. Aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwosci, korzystamy
z reguty mnozenia.

_ 13! 39! _ 1312 . 39-38-37 _
0123’05’9 = ol mser — 2 o6 — (12842

Odpowiedz:

Istniejg 712842 sposoby wylosowania dwoch kierdw i trzech innych kart z talii.

Przyktad 2

Z talii 52 kart losujemy bez zwracania 9 kart. Obliczymy, ile jest mozliwych wynikow
losowania, w ktorych sg doktadnie 2 asy i 4 damy.

W talii s3 4 asy. Mamy sposrod nich wylosowa¢ dwa na
(4) = A — 43 _ §gposobow
o) T 2 = 2 T O°P :

W talii s3 4 damy. Mamy sposrod nich wylosowac cztery na

4
<4> = 1 sposob.

Do tego dobieramy trzy karty sposrod pozostatych (bez asow i dam) 52 — 8 = 44 kart na



44 43 .
(3) = il = 44342 — 13244 sposobow.

Obliczamy, ile jest wszystkich mozliwosci
6-1-13244 = 79464

Odpowiedz:

Wszystkich mozliwosci jest 79464.
Przyktad 3

Obliczymy, ile jest mozliwosci rozdan 52 kart czterem graczom: Antoniemu, Bogdanowi,
Czestawowi i Dariuszowi.

Kazdy z graczy otrzyma po
52 : 4 = 13 kart.

Najpierw wybieramy 13 kart dla pierwszego gracza, np. Antoniego, sposrod 52 kart.
. ., 52 )
Mozna to zrobi¢ na ( 1 3> Sposobow.

Teraz wybieramy karty dla drugiego gracza, np. Bogdana, sposrod pozostatych
92 — 13 = 39 kart.

. . 39 )
Mozna to zrobi¢ na 13 Sposobow.

Wybieramy karty dla trzeciego gracza, np. Czestawa, sposrod pozostatych 39 — 13 = 26
kart.

26

1 3) Sposobow.

Mozna to zrobi¢ na (

Dla czwartego gracza, np. Dariusza pozostato juz tylko 13 kart, ktore otrzymuje.

Obliczamy, na ile sposobow otrzyma karty kazdy z graczy.

(52
Antoni: (13> = 135:_2?:9'
39
Bogdan: (13) = —133!?2!6!

26
Czestaw: (13) — 132,—61'3,



Dariusz: na 13 1
a : =
13

Obliczamy ile jest wszystkich mozliwosci.

520 39! 26! 1 _ 52
131307 ~ 131267 = 13113 IGENE

OtrzymaliSmy duzg liczbe, zatem pozostawiamy jg w wyznaczonej postaci.

Odpowiedz:

52!
(131)*

Czterem graczom mozna rozdac katy na sposobow.

Przyktad 4

Na ile sposobow z talii 52 kart mozna wylosowac¢ 10 kart tak, aby wsrod nich byt co
najmniej jeden krol?

Obliczymy najpierw ile jest mozliwosci wyboru 10 kart, w ktorych nie ma ani jednego

krola.
43 48! 48.47-46-45-44-43-42-41-40-39
10 o 10!-38! T 10!

Mozliwosci wyboru dowolnych 10 kart sposrod 52 jest

52 _ 52! 52.51.50-49-48-47-46-45-44-43
10 — 10!'42! — 10!

Wiec mozliwosci wyborow, w ktorych jest co najmniejjeden krol jest
52 48
v (i) - ()

W = 52-51-50-49-48-47-46-45-44-43 _  48.47-46-45-44-43-42-41-40-39
o 10! 10!

48-47-46-45-44-43-(52-51-50-49—42-41-40-39)

W =

10!
W — 48-47-46-45-44-43-(6497400—2686320)
- 10-9-8-7-6-5-4-3-2-1
W = 381080404443 — 43. 47 . 253 - 18148 = 9279308324
OdpowiedZ:

Karty mozna wylosowac¢ na 9279308324 sposoby.

Przyktad 5



Obliczymy, na ile sposobow z talii 52 kart mozna wylosowac szes¢ kart tak, aby wsrod
nich byly karty wszystkich kolorow.

Mamy dwie mozliwoSci:
e w jednym kolorze mamy trzy karty, a w kazdym z pozostatych po jednejkarcie;
e w dwoch kolorach mamy po dwie karty, a w pozostatych po jedne;.

W pierwszym przypadku jest

13 13 13 13\ 4 e
4-(3)-(1)-<1>-<1>—8 11 - 13* mozliwosci.

W drugim przypadku jest
4 13 13 13 13
. . . . —63.13¢% Jliwoécei
<2) (2> (2) (1) (1) 6° - 13 mozliwosci.
Zgodnie z regulg dodawania, otrzymujemy:
88 -13* +216 - 13* = 304 - 13*
Odpowiedz:

Wszystkich sposobow wylosowania szesSciu kart tak, aby wsrod nich byly karty wszystkich
kolorow jest 304 - 134,

Stownik
liczba kombinacji

liczba C* wszystkich kombinaciji k-elementowych zbioru n—-elementowego jest rowna

n n!
Cy = (k:) = E R’

gdzie:
n€N+,k€N+lk§n




Film edukacyjny

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w filmie edukacyjnym, a nastepnie wykonaj

Polecenie 2.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D41Fw8b04

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejlosowania kombinatorycznego.

Polecenie 2

Z talii 52 kart losujemy réwnoczesnie piec kart. Oblicz, ile istnieje mozliwych wynikéw
losowania, w ktérych wylosowano doktadnie trzy asy.



https://zpe.gov.pl/a/D41Fw8b04

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Z talii 52 kart wylosowano trzy karty. lle istnieje mozliwos$ci wylosowania doktadnie jednego
kréla? Zaznacz poprawng odpowiedz.

(1
(1)
(1)
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Cwiczenie 2 @)
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Na ile sposobéw mozna potasowac talie ztozong z 52 kart? Zaznacz poprawng odpowiedz.

52-51
O 5=

O 52

© (=)

O 5252




Cwiczenie 3

Oznaczmy przez:

K - zdarzenie polegajace na tym, ze brydzysta otrzymat w rozdaniu doktadnie 5 kieréw,

D - zdarzenie polegajace na tym, ze brydzysta otrzymat w rozdaniu doktadnie 2 damy.
Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Zdanie Prawda Fatsz

Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu K jest réwna
13 13 O O
5 8 )
Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu D jest réwna
4 48 O O
2 11)°
Liczba zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu K N D jest rowna
12 3 36 n
4 1 7 O O
n 12 3 39
5 2 6 )
Cwiczenie 4

Potacz w pary zadanie i odpowiedz.

Z talii 52 kart losujemy trzynascie kart. 4
lle jest mozliwosci otrzymania trzech ( > .
asow, dwoch dam i jednego kréla?

Z talii 52 kart losujemy trzynascie kart.
lle jest mozliwosci otrzymania dwoch (
dam i jednego krola?
Z talii 52 kart losujemy cztery karty. lle 4 4 44
jest mozliwosci wylosowania doktadnie . °
. 2 1 10
czterech asow?

Z talii 52 kart losujemy cztery karty. lle

. e, . : 4 4 4 40
jest mozliwosci wylosowania doktadnie . . .
. 3 2 1 7
trzech aséw?



Cwiczenie 5

Uzupetnij zdanie, wpisujac odpowiednig liczbe.

Z talii 24 kart losujemy jedna, zwracamy ja, tasujemy karty i losujemy drugg karte.

Wynikéw takiego losowania jest

Cwiczenie 6

Z talii zawierajacej 52 karty losujemy jedna.
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie liczby naturalne.

[26](36]|8][39])[28]

Cwiczenie 7 @

Z talii 52 kart losujemy 13 kart. Oblicz, ile jest mozliwosci wylosowania co najwyzej jednej
dwojki w kolorze pik lub karo.

Cwiczenie 8 @
Talia kart do gry w pikiete sktada sie z 32 kart od siédemki do asa.

Z takiej talii losujemy trzy karty. lle jest mozliwosci wylosowania dziesigtki i dwoch
dziewiatek?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Losowanie kombinatoryczne

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XI. Kombinatoryka. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) zlicza obiekty w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza liczbe mozliwych sytuaciji, speiniajgcych okreslone kryteria, z wykorzystaniem
reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie) oraz wzorow na liczb¢: permutacji, kombinaciji
i wariacji, rowniez w przypadkach wymagajgcych rozwazenia ztozonego modelu zliczania
elementow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢.

Cele operacyjne:
Uczen:

 okreslaliczbe zdarzen elementarnych w danym doswiadczeniu losowym;

» okresla liczbe zdarzen sprzyjajagcych danemu zdarzeniu losowemu;

» wykorzystuje narzedzia kombinatoryki do zliczania wynikow doswiadczen losowych,;
» tworzy modele matematyczne sytuacji z kontekstem realistycznym.



Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
e drama.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer;
o talie kart.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg wiadomosci na temat sposobow
zliczania obiektow kombinatorycznych.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z filmem pokazujgcym zastosowanie
kombinatoryki w zadaniach ,z kartami”.

2. Nastepnie uczniowie pracuja w pieciu grupach. Kazda z grup zapoznaje si¢ z jednym
z problemow zapisanych w sekcji ,,Przeczytaj”

3. Zadaniem grup jest przedstawienie danego problemu w formie dramy pozostatym
grupom, ktore problem musza rozwigzac.

4. Po prezentacji zadan, uczniowie wspolnie rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:



Zadaniem uczniow jest wymyslenie zabawnej historyjki opisujacej dwa zadania ,z kartami”.
Historyjke nalezy przesta¢ do dwoch wybranych kolezanek lub kolegow, ktorzy powinni
rozwiazac ukryte w historyjce zadania.

Materialy pomocnicze:
Liczba podzbiorow zbioru n-elementowego. Kombinacje
Wskazowki metodyczne:

Film edukacyjny mozna wykorzysta¢ na zajeciach dotyczacych wyznaczania liczby zdarzen
elementarnych w doswiadczeniach losowych.
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