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e e Zrodto: Daniel Odonnell, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Pojecie granicy funkcji w punkcie bylo znane intuicyjnie juz w czasach starozytnych.
Stosowano je do obliczania pol figur za pomoca tzw. ,metody wyczerpywania”. Metoda
polega na wpisywaniu w dang figure geometryczng ciggu wzajemnie roztgcznych
wielokatow o znanych polach, ktorych suma zbliza si¢ do pola badanej figury.

Granic funkcji uzywamy w wielu zastosowaniach matematyki i wlasnie w niektérych
sytuacjach w naukach stosowanych pojawiaja si¢ sytuacje nietypowe. Jedng z takich sytuacii
przedstawimy Ci w tym materiale.

Twoje cele

» Poznasz pojecie granicy niewlasciwejw punkcie.
e Wyznaczysz granice funkcji w punkcie z definicji.
» Wymienisz przyklady funkcji, ktore nie maja granicy w punkcie.




Przeczytaj

Granice niewtasciwe w kosmosie

Granice funkcji w punkcie nazywamy wfasciwag, gdy jest liczba (skoniczong), natomiast
niewtasciwg, jezeli jest rowna nieskonczonosci. Wydawatoby sie, ze poza abstrakcyjna
czesScig matematyki, w jej zastosowaniach nie powinnisSmy otrzymywac¢ w wyniku granic
nieskonczonych.

Przyjrzyjmy sie zatem, odkrytemu przez Alberta Einsteina, zjawisku dylatacji czasu. Nie
wchodzac w szczegoly z zakresu fizyki, dylatacja czasu oznacza, ze jezeli kto§ porusza si¢

z duza predkoscia, porownywalng z predkoscig swiatta, to w poroéwnaniu z osobg, ktora sie
nie porusza, dla podroznika czas bedzie ptynat znacznie wolniej. Mozemy na odwrot
powiedzie¢, ze dla osoby, ktora pozostata nieruchomo, czas bedzie ptynat znacznie szybciej,
niz dla tej, ktora si¢ porusza.

Zalezno$¢ te mozna przedstawi¢ w postaci funkcji d(v),

Tutaj v oznacza predkosc rakiety, mierzong w czesciach predkosci Swiatta. Gdy na przyktad
poruszamy si¢ z potowa predkosci Swiatta, tov = 0, 5.

Wartosci funkciji d, oznaczajg czas w sekundach, ktory uptynie dla obserwatora z Ziemi, gdy
w rakiecie podroznika uptynie jedna sekunda. Jezeli obejrzymy wykres zaleznoSci dylatacii
d od v, zauwazymy co$ dziwnego.
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Gdy predkosci sa mate, bliskie zera, warto$¢ d jest prawie rowna jednosci, czyli czas uptywa
w rakiecie i na Ziemi praktycznie tak samo. Gdy wartosci predkosci v sg coraz blizsze



jedynce, czyli predkos¢ rakiety zbliza sie do predkosci swiatta, warto$¢ dylatacji nie tylko
rosnie gwaltownie, ale rosnie nieograniczenie! Zatem, gdyby rakieta pedzita z predkoscig
bliskg predkosci $wiatla, na przyktad v = 0,999999999999999 predkosci $wiatla, to gdy
w rakiecie uptynie sekunda, na Ziemi uptynie caly rok! Nie jesteSmy ponadto w stanie
nigdy przekroczy¢ predkosci swiatla, gdyz wowczas czas w rakiecie musiatby ptynac
nieskonczenie wolno...

Granice niewlasciwe wystepuja wielokrotnie w fizyce, chociazby w zjawisku rezonansu -
warto o tym przeczyta¢ w wolnym czasie.

Definicja granicy niewtasciwej w punkcie

Podobnie, jak w przypadku granic wtasciwych, granice niewlasciwe mozemy zdefiniowac
na dwa rownowazne sposoby, wedlug Heinego i Cauchy’ego.

Definicja: wedtug Heinego

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xy granice niewtasciwa rowng +oo, gdy poza
samym punktem xy pewne jego otoczenie nalezy do dziedziny tej funkciji oraz dla
dowolnego ciggu argumentow z,, z dziedziny, dgzacego do ¢, wartosci f(z,) daza do
+00.

Definicja: wedtug Cauchy’ego

Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xg granice niewtasciwa rowng +oo, gdy poza
samym punktem z, pewne jego otoczenie nalezy do dziedziny tej funkc;ji oraz dla
dowolnie duzejwartosci dodatniejliczby M istnieje taka liczba dodatnia 4, ze dla
wszystkich argumentéw z z dziedziny pomiedzy zy — § i ¢y + § wartosci f(z) sg wieksze
od M.

Symbolicznie zapisujemy to jako

Hm, flw) = tree.

Podobnie definiujemy granice niewlasciwg rowna (—oo).
Przyktad 1

Sprawdzimy, uzywajac definicji Heinego, czy funkcja f(z) = -7, = # 0, ma w punkcie
xo = 0 granice niewtasciwa.

Rozwigzanie

Wezmy dowolny cigg argumentow x,, dgzacy do zera. Wowczas wiemy, ze cigg

2

kwadratow tych argumentow, x;

, rowniez dgzy do zera, przyjmujac tylko wartosci
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dodatnie. Zatem ciagg odwrotnosci kwadratow, m%, dazy do +o0, czyli granica funkcji f

w punkcie xo = 0 jest +oo:
lim 2 = +oo0.
z—0 ¥

Przyktad 2

L

Sprawdzimy, uzywajac definicji Cauchy'ego, czy funkcja f(x) = =, z # 0, ma w punkcie

xo = 0 granice niewtasciwa.
Rozwigzanie

Wezmy dowolnie duzg liczbe dodatnig M. Jezeli zdefiniujemy liczbe dodatnia § rowna
1
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wartosci z wigkszych od ( —m) i mniejszych od i

M i tym samym granicg funkcji f w punkcie x = 0 jest +oo0.

odwrotnosci pierwiastka z M, czyli § = , to wowczas dla wszystkich niezerowych

wartosci funkcji f sg wigksze od

Mozemy sprawdzi¢ empirycznie, jak wyglada znajdowanie wartosci § w zaleznosci od
wartosci M.

Nalezy pamietac¢, ze im wigksza warto$¢ M, tym mniejsza jest warto$¢ § — wezszy jest zakres
argumentow, dla ktorych wartos$ci funkcji sa powyzejzadanejlinii - ale za kazdym razem
mozna takg wartos¢ znalezc.

Przyktad 3
Wyznaczymy granice funkciji f(z) = % w punkcie o = 0.
Rozwigzanie

Skorzystamy z definicji Heinego. Wezmy dowolny cigg argumentow x, dgzacy do zera.
Wowczas:

1i 2x2—4 _ [0—4}

n—oo Zn o ] T 7%
Przyktad 4
Wyznaczymy granice funkciji f(z) = #ﬁgi_l w punkcie zy = 1.

Rozwigzanie

Skorzystamy z definicji Heinego. Bierzemy zatem dowolny cigg argumentow dazacych do

1. Wowczas:
2
. +,—2 . (zn—1)(zn+2) . (zn12) 1+2
lim ——2t?n = — i 2t im = = 00
n—oo To—3zi+3z,—1 00 (mn_1)3 =00 (mn—1)2 [ 0" }
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Na koniec rozwazan pokazemy przyktady funkcji, ktore nie maja granicy w punkcie.
Przyktad 5

—x+1 gdyz <0

r+2 gdyz >0 ma granice dla zg = 0.

Zbadamy, czy funkcja f(z) = {

Rozwigzanie

Narysujemy wykres funkcji f:

Wykres funkcji z réznymi granicami jednostronnymi

Fatwo zobaczy¢, ze granica w zerze z lewej strony jest rowna 1, za$ z prawej strony jest
rowna 2, tym samym nie istnieje granica tej funkcji w punkcie z¢ = 0, ani skonczona, ani
nieskonczona.

Przyktad 6
Zbadamy istnienie granicy funkcji f(z) = sin(%), z # 0 w punkcie zg = 0.
Rozwigzanie

Przyjrzyjmy si¢ wykresowi funkcji f:




Wykres funkcji bez granic jednostronnych

Gdy wartosci z zblizajg si¢ do zera - na przykiad z prawej strony - to wartosci % sg coraz
wieksze i sinus tych argumentéw oscyluje coraz szybciej pomiedzy (—1) i 1. Taka funkcja
w ogole nie ma granicy, nawet nie posiada granic jednostronnych.

. D . 2 2
Rozwazmy dwa ciagi zbiezne do 0: zn, = 57 0raz Tn, = g5
Wowczas:

. . ) . . . (4

lim sm(aE1 ) = lim sin % = lim s1n(TmT+7r) =1

n—00 n n—00 e n—00

oraz

. . . . . . { 4mn+3

lim sm(i) = lim sin —%— = lim sm< Tm; ﬂ) = -1
n—o00 Ty n—00 yr— n—00

To dowodzi, ze granica f(z) = sin(< ), z # 0 w punkcie zo = 0 nie istnieje.

Stownik
granica wtasciwa
granica funkcji w punkcie, ktora jest liczba rzeczywistg

granica niewtasciwa

granica funkcji w punkcie, ktora jest nieskonczona (—oo lub +00)






Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje i obserwuj, w jaki sposob, przy korzystaniu z definicji Cauchy'ego,
poszukiwaé matych wartosci d (delta) przy dowolnie duzych wartosciach M.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DKsIbESII

Polecenie 2

Ustaw suwak wartosci M na 1. Odczytaj, jaka wartos$¢ przyjmuje 9.

Polecenie 3

Przesun suwak wartosci M na wartos$c 4. Odczytaj, jaka wartos¢ przyjmie 9.



https://zpe.gov.pl/a/DKs1bESIl

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f(z) = (wz — 1)2.

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Funkcja ma w punkcie x = 0 jedynie rézne granice jednostronne.

Funkcja ma w punkcie x = 0 granice wtasciwa.

Funkcja w punkcie = 0 nie ma nawet granic jednostronnych.

o O O O

Funkcja ma w punkcie x = 0 granice niewtasciwa.
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Cwiczenie 2

Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f(z) = —%.

Y
1 y = f(z)

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Funkcja w punkcie z = 0 nie ma nawet granic jednostronnych.

() Funkcja ma w punkcie z = 0 granice wtasciwa.

Q Funkcja ma w punkcie £ = 0 granice niewtasciwa.

() Funkcja ma w punkcie z = 0 jedynie rozne granice jednostronne.



Cwiczenie 3

Ponizej przedstawiony jest wykres funkcji f(z) = 2 + sin(+).

-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 15 X

Zaznacz poprawng odpowiedz.

() Funkcja w punkcie z = 0 nie ma nawet granic jednostronnych.

() Funkcja ma w punkcie z = 0 granice wtasciwa.

() Funkcja ma w punkcie z = 0 granice niewtasciwa.

() Funkcja ma w punkcie z = 0 jedynie rézne granice jednostronne.

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Funkcja f : Dy C R — R jest okre$lona wzorem f(z) = ;% Potacz wartosci statej ¢
z odpowiednimi informacjami o granicach funkgcji.

Funkcja ma w kazdym punkcie z € R

c<0 granice wtasciwa.

Funkcja ma w doktadnie jednym

c>0 . . . , .
punkcie granice niewtasciwa.

Funkcja nie ma w £ = 0 nawet granic

Nie ma takiej wartosci c. .
J jednostronnych.

Funkcja ma w doktadnie dwéch
punktach granice niewtasciwe.

Cwiczenie 6

x2—2—6

P67 12058 W punkcie g = —2:

Zaznacz poprawng odpowiedz. Funkcja: f(z) =

nie ma granic jednostronnych.
ma granice niewtasciwa.

ma rézne granice jednostronne.

o O O O

ma granice wtasciwa.



Cwiczenie 7

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Funkcja f(:z:) = {

130:12

(] nie ma granic jednostronnych.

(] nie ma granicy.

(] ma granice jednostronne.

(] ma granice niewtasciwa.

Cwiczenie 8

Okresl, czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie Prawda
Funkcja
21
f(#) = Zromae— ma O
w punkcie 1 = 0 granice
rowna oo.
Funkcja f(z) = ;f__ll ma
w punkcie z¢g = 1 granice O

rowna —oo.

@

dlaz >1
—z+4 dlaz <1

w punkcie

Fatsz



Dla nauczyciela

Autor: Jarostaw Wozniak, Aneta Rogalska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Granica niewla$ciwa funkcji w punkcie

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony.

Uczen:

1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

e odroznia granice wiasciwg funkcji w punkcie od niewtasciwe;j;
e odroznia przypadek braku granicy jednostronnejw punkcie od granicy niewtasciwej
w punkcie.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e odwroécona klasa;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery multimedialne z dostgpem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie czytajg czeS¢ wprowadzajgcg lekcji oraz czesS¢ ,,Granice niewlasciwe
w kosmosie”.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej sekcje ,Wprowadzenie”, omawia
i komentuje z uczniami cele lekcij.
2. Uczniowie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla na tablicy interaktywnej czes¢ ,,Definicja granicy niewtasciwe;j
w punkcie” z sekcji ,,Przeczytaj” oraz omawia ja na forum klasy. Wspomaga si¢ symulacja
interaktywng, ilustrujaca definicje granicy niewtasciwej wedtug Cauchy'ego.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg pozostatg czes¢ sekcji ,Przeczytaj”

3. Uczniowie w 3 - 4 osobowych grupach, rozwiazujg ¢wiczenia interaktywne na czas (od
¢wiczenia tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora rozwigze poprawnie ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy, watpliwos$ci omawiane.

Faza podsumowujaca:
1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,

odnoszac sie do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



Uczniowie zadajg sobie nawzajem w ramach 3 - 4 osobowej grupy zadanie, analogiczne do
jednego z ¢wiczen z sekciji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:

 Granice funkcji
 Cigglosc¢ funkciji

Wskazowki metodyczne:

Symulacja interaktywna moze zosta¢ wykorzystana jako materiat powtorzeniowy.


https://epodreczniki.pl/b/co-to-jest-granica-funkcji/PtYybMjCa
https://epodreczniki.pl/b/jak-zbadac-ciaglosc-funkcji-w-punkcie/PMfO6k8yy

