Ciag geometryczny — zadania na dowodzenie
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Wowczas on przeprowadzit wywod, w ktorym udowodnit, ze biaty kon nie jest koniem.

Bowiem stowo kon odnosi si¢ do ksztalttu nazywanejrzeczy, natomiast stowo biaty do jej
koloru. Nazwa ksztaltu nie jest nazwg koloru, dlatego mozna powiedzie¢, ze bialy kon nie
jest koniem.

Czy to rozumowanie przekonato rowniez Ciebie, Ze biaty kon nie jest koniem?

Tak pokretnie przeprowadzane dowody uchodza niestety tylko filozofom, matematyczne
dowody sg bardziej sformalizowane.

W tym materiale zajmiemy si¢ dowodami zwigzanymi z ciggiem geometrycznym.

W rozwazaniach, ktére bedziemy prowadzi¢ odejdziemy troche od Scistych regut
obowiazujacych w klasycznych dowodach (zalozenie - teza - dowod), na rzecz klarownosci
zapisow.

Twoje cele

o Wykorzystasz wiadomosci na temat ciggdéw geometrycznych w zadaniach ,na
dowodzenie”.

» Przeanalizujesz treS¢ zadania i dobierzesz odpowiedni model, zwigzany z ciggiem
geometrycznym, do rozwigzania zadania.

e Przeprowadzisz rozumowania, takze kilkuetapowe, podasz argumenty uzasadniajace
poprawnos$¢ rozumowania.




Przeczytaj

Dowadd, to Sciste uzasadnienie danego stwierdzenia, przebiegajace zgodnie z ustalonymi
regutami. Zdanie opisujgce wiasnosci danych obiektéw matematycznych moze zostac
uznane za twierdzenie, dopiero po przedstawieniu poprawnego dowodu.

W matematyce istnieje wiele rodzajow dowodow. My bedziemy postugiwali si¢ dowodem
wprost. Prawdziwosc¢ tezy bedziemy dowodzi¢ bezposrednio przez dedukcje, korzystajac
z przyjetych zatozen. Kolejne formuty w dowodzie beda wynikaly logicznie z poprzednich,
albo bedg zdaniami, ktore przyjmuje si¢ za oczywiste (wynikajgce z przyjetych aksjomatow).

Na poczatek przypomnienie najwazniejszych wzoréw dotyczacych ciggu geometrycznego,
z ktorych bedziemy korzystac.

Bedziemy przy tym zaktada¢, ze dany ciag, np. ciag (a,), jest okre$lonydlan > 1in € N,
Definicja: Ciagg geometryczny

Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy,
w ktorym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozZenie wyrazu
poprzedniego przez liczbe g, zwang ilorazem ciggu.

Ciag geometryczny (a,,)

Wyraz og6lny Zalezno$¢ miedzy trzema kolejnymi Suma n poczatkowych
ciggu wyrazami ciggu wyrazow ciagu
_ 1—g"
I I P Sp=ar L

W pierwszym z dowodow wykorzystamy wzor na wyraz ogolny ciggu geometrycznego, ale
rowniez odwotamy si¢ do wiasnosSci dziatan na potegach.

Przyktad 1

lloraz ciggu geometrycznego (a,,) jest rowny 1+T‘/3 Pierwszy wyraz ciggu jest rézny od 0.
Wykazemy, ze kazdy wyraz tego ciagu, poczawszy od drugiego wyrazu, jest rowny
roznicy dwoch sasiadujacych z nim wyrazow.

Zalozenie:

(a,) - ciag geometryczny

ay 7&0,(]: 1+2\/5

Teza:




ap = Ap41 — Ap—1
Dowod:

Korzystamy ze wzoru ogblnego ciggu geometrycznego.

n
_ _ 1+v5
apy1 =01-q¢" =ay - (T)
n—2
_ -2 _ 145
ap-1=0ay-q" —al'( D) )

Zapisujemy roznice a,, 1 — a,_1 za pomocg uzyskanych wyrazen.

1+\/5)" —ay- (1+x/3)"_2

a'n+1_a'n—1:a1'( 5 D)

Z prawej strony zapisanej rownosci wytaczamy wspolne czynniki przed nawias.
n—2 2
Qpi1 — Qp_1 = a7 - (1+2\/3) . {(HT\/S) — 1}

Wykonujemy potegowanie w drugim nawiasie i zapisujemy uzyskane wyrazenie

W najprostszej postaci.
n—2 =
nst — Qn_q = 0 - (HTx/%) : (1+T¢5>

Mnozymy potegi o tych samych podstawach - dodajemy wyktadniki.

n—1
_ 145
a'n+1_a'n—1—a'1'( D) )

1+¢5)”‘1 _
2

Poniewaz a; - (

Apt1 — Ap-1 = Qp
c.nd

Problemy, w ktorych wystepujg parametry, czesto sg przedstawiane jako zadania ,na

dowodzenie”. Do ich rozwigzania potrzebne s3 z reguty wiadomosci z roznych dziatow

matematyki. W ponizszym przykladzie wykorzystamy znajomosS¢ sposobow rozwigzywania

ukladow réwnan.

Przyktad 2

Dany jest uktad rownan z niewiadomymi z, y, z.



T+dY—2=2>5
(—2z) +y+ z = 6m
r—y+z=4m+1

Wykazemy, ze istniejg dwie wartosci parametru m, dla ktorych rozwigzania z, y, z (w tej
kolejnosci) tego uktadu rownan tworza ciag geometryczny.

Sformulowanie zalozenia i tezy pozostawiamy Ci do samodzielnej pracy, my zaczniemy
od dowodu.

Chcemy najpierw znalez¢ rozwigzania danego uktadu réwnan, nawet gdy rozwigzania
bedg opisane za pomocg wyrazen zawierajacych parametr m.

W tym celu dodajemy stronami pierwsze i drugie réwnanie ukladu réwnan oraz
pierwsze i trzecie, aby ,wyeliminowac” zmienng z.

T+oYy—2=95
(—2z) +y+2z="6m
r—y+z=4m+1

(—z) + 6y =5+ 6m
20 +4y=4m + 6

Mnozymy pierwsze rownanie otrzymanego ukladu przez dwa i dodajemy stronami
rownania ukladu.

{(—23:) + 12y =10 4+ 12m
2z +4dy=4m + 6

UzyskaliSmy rownanie z jedng niewiadoma - wyznaczamy y.
16y = 16m + 16 | : 16

y=m-++1

Wyznaczone wyrazenie podstawiamy w miejsce y do rownania (—z) + 6y = 5 + 6m.

y=m-+1
(—z) + 6y =5+ 6m

y=m-+1
(—z)+6m+6=5+6m
y=m-++1

r=1

Powracamy do uktadu réwnan z trzema niewiadomymi - dotgczajac trzecie rownie
poczatkowego ukiadu.


javascript:void(0);

y=m-+1
z=1
r—y+z=4m+1

Obliczamy z.

(y=m+1

cx =1
1-m—-—1+2z=4m+1
(y=m+1

{z=1

lz=5m +1

Rozwigzaniem poczgtkowego uktadu réwnan s3 liczby:
z=1lLy=m+1,z=5m+1.

O liczbach tych wiemy, ze tworzg cigg geometryczny. Na podstawie zaleznosci miedzy
trzema kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, zapisujemy:

(m+1)?=1-(5m+1)

Mamy teraz do rozwigzania rownanie kwadratowe z niewiadoma m.
m?4+2m+1=5m+1

m? —3m =0

m(m—3)=0

m=0lubm =3

Dlam = 0 otrzymujemy: z = 1, y = 1, 2 = 1. Liczby te s3g kolejnymi wyrazami ciggu
stalego, a taki ciag jest ciggiem geometrycznym o ilorazie 1.

Dlam = 3 otrzymujemy = 1, y = 4, z = 16. Liczby te s3a kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego, w ktorym pierwszy wyraz jest rowny 1, a iloraz jest rowny 4.

Zatem istniejg dwie wartosci liczby m (0 i 3), spetniajagce warunki zadania, co nalezato

udowodnic.

Trzeci typ zadan ,na dowodzenie” zwigzany z ciggiem geometrycznym, to zadania
polegajace na udowodnieniu wlasnosci sumy kolejnych n poczatkowych wyrazow ciggu.

Przyktad 3



Dany jest skonczony cigg geometryczny (ay, as, ..., a,) taki, ze ¢ # 0ia; # 0dla
ie{l, 2, ..., n}

Udowodnimy, ze suma odwrotnosci wszystkich wyrazow tego ciggu jest rowna sumie
jego wszystkich wyrazéw podzielonej przez iloczyn pierwszego i ostatniego wyrazu.

Zalozenie:

(a1, ag, ..., a,) - cigg geometryczny
q#0ia; #0dlaic{l,2,...,n}
Teza:

Lyl 4Ll

Dowod:

Przeksztalcamy lewa strone dowodzonejrownosci, zapisujac kazdy wyraz ciaggu za
pomoc3 pierwszego wyrazu i ilorazu ciggu.

_ 1 1 1 _ 1 1 1
L=l4+i+ . +Lt=2+1+. . +1=

a ai-q ap-qn!

Wytaczamy wspolny czynnik, czyli a% przed nawias.

=)
qn—l

Sprowadzamy ulamki w nawiasie do wspélnego mianownika.

_ 1 1 1
L_a—l-(1+;+?+...+

L o l ) qn71+qn72+“‘+q+1
- a; qn—l

Rozszerzamy ulamek zapisany w nawiasie przez a; - mozemy tak postgpic, bo z zatozenia
wynika, ze a; # 0.

L =-L1. arg" 'Hai-¢"*+. . targta
- arqn—l

W liczniku utamka znajduje si¢ suma kolejnych n wyrazéw ciggu geometrycznego,
a w mianowniku wyraz a,,.

ai-ap,

Ostatnia rownos¢ dowodzi, ze L = P, co nalezalo wykazac.



Teraz odwotamy sie do wiadomosci dotyczacych nie tylko ciggu geometrycznego, ale tez
arytmetycznego.

Przyktad 4

Liczby b, ¢, 2b — a sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Udowodnimy, ze liczby
ab, b?, ¢? s3 kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

ZalozZenie:

(b, ¢, 2b — a) - ciag geometryczny
Teza:

(ab, b%, c?) - ciag arytmetyczny
Dowad:

Z wlasnosci ciggu geometrycznego wynika, ze
2 =b(2b—a)

Przeksztalcamy otrzymane wyrazenie.
c? = 2b* —ab

Wyznaczamy b2,

20> =c?+ab|: 2

b2 = b

Otrzymana réwno$¢ oznacza, ze liczba b jest érednia arytmetyczna liczb ab i 2.

Dowodzi to, ze cigg (ab, v, c2) jest arytmetyczny.
Ostatni przyktad pokazuje zwigzek ciggu geometrycznego z geometrig.

Przyktad 5

Boki a, b, c trojkata ABC'i wysoko$¢ h opuszczona na bok a, tak jak na rysunku, tworzg
cigg geometryczny. Udowodnimy, ze trojkat ABC jest prostokatny.



javascript:void(0);

Zalozenie:

(a, b, ¢, h) - ciag geometryczny
a>0,b>0,¢c>0h>0

Teza:

Trojkat ABC jest prostokatny.
Dowod:

Z zaleznoSci miedzy wyrazami ciggu geometrycznego wynika rownosc:

b _h
Czyli:
ah = bc

. . ; ;. 1
Mnozymy obie strony rownosci przez .
Loh =1
70,’7, = 3 bc

Lewa strona zapisanej rownosci opisuje pole trojkata ABC.

Pole tego trojkata mozna tez obliczy¢ w nieco inny sposob - znajgc dlugosci jego dwoch
bokow i miare kata miedzy tymi bokami.



Oznaczmy przez o miar¢ kata ABC. Wtedy
P = %bc sin o

Poréwnujemy otrzymane wyrazenia.

%ah = %bc sin «

Poniewaz

1 _ 1
3ah— 2bc

zatem %bc sina = %bc.

Stad wynika, ze sina = 1, czylia = 90°.

Trojkat ABC jest wiec trojkatem prostokatnym, co nalezato wykazac.

Stownik
ciagg geometryczny

ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy co najmniej trzywyrazowy, w ktorym
kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego
przezliczbe g, zwang ilorazem ciagu




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Znajdziesz w niej przyktad dowodu jednej
z wtasnosci ciggu geometrycznego. Sprobuj najpierw samodzielnie udowodni¢ te wtasnosé
i poréwnaj z rozwigzaniem.

Polecenie 2

Wykaz, ze jezeli cigg (an) jest ciggiem geometrycznym (n > 1, n € N) o wyrazach réznych od
zera i nie jest ciagiem statym oraz iloraz tego ciagu jest rézny od (—1), to ciag (b,,) okreslony
wyrazem ogélnym b,, = a,, 1 + a,, jest ciaggiem geometrycznym.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Mozna wykazaé, ze jezeli ciag (a,,) jest ciagiem
geometrycznym o wyrazach réznych, dodatnich i ilorazie g, to cigg o wyrazie ogélnym
b, = log. a,, gdziec > 0, ¢ # 1 jest ciagiem arytmetycznym.

Wtedy réznica tego ciggu arytmetycznego jest rowna:

O log,c
(O log,c—1
O log.q
O log.g+1
Cwiczenie 2 o

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Twierdzenie:

Jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ (w tej kolejnosci) sg kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, to
A+’ +c=(@—b+c)latb+ec).

W dowodzie tego twierdzenia, korzystamy z tego, ze:

O =ab

() a®=bc

O ¥ =ac



Cwiczenie 3

Twierdzenie:

Jezeli ciag (a,), gdzien > 1in € N o wyrazach dodatnich jest ciagiem geometrycznym, to
ciag (bn) okreslony wzorem b, = V2 - a,? jest tez ciagiem geometrycznym.

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

W powyzszym twierdzeniu stwierdzenie:
Ciag (b,,) okreslony wzoremb,, = V2. a,? jest ciaggiem geometrycznym to teza.

O

W powyzszym twierdzeniu stwierdzenie:
(] Jezeliciag (ay,), gdziem > 1 in € N o wyrazach dodatnich jest ciagiem
geometrycznym to teza.

W powyzszym twierdzeniu stwierdzenie:

(] Ciag (b,) okreslony wzoremb,, = \/5 . an2 jest ciggiem geometrycznym to
zatozenie.

W powyzszym twierdzeniu stwierdzenie:
(] Jezeliciag (ay), gdzien > 1 in € N o wyrazach dodatnich jest ciagiem
geometrycznym to zatozenie.



Cwiczenie 4

Twierdzenie: Jezeli dtugosci bokow tréjkata tworza ciag geometryczny o ilorazie g > 1, to

1+v5

Uzupetnij dowdd powyzszego twierdzenia, przeciagajgc odpowiednie znaki lub liczby.

Dowad:

W tréjkacie suma dwdch bokdéw musi byé wieksza od dtugosci trzeciego boku. Aby ten
warunek byt spetniony, wystarczy sprawdzi¢, czy suma dtugosci krotszych bokéw jest wieksza

od dtugosci boku najdtuzszego.

a+t| >

Obie strony nierdbwnosci mozemy podzieli¢ przez? ------------------- i znak nieréwnosci nie zmieni
sie, bo a ------------------- 0

14+q>

____________________

____________________

1< < 5

Co nalezato wykazac.

(5] (5] (e’ [a) (<] [a] | 2552 | [>] [oa] [ag*] [a] [




Cwiczenie 5
Dokoncz twierdzenie, przeciggajac miedzy podane sumy odpowiedni znak: <, > lub =.

Twierdzenie:

Jezelia,a — 12, a + 12 w tej kolejnosci sg trzema poczatkowymi wyrazami nieskornczonego
ciggu geometrycznego, o wyrazach réznych od zera, S,, oznacza sume n kolejnych

poczatkowych wyrazéw tego ciagu, to:

- 85022 — Sa021 7777777777777777777 0
- S100 — Sgg _____________________________________ 0
S — Sw0! 0

- 81003 — S1002 ___________________ 0

=IEEEEIEEIEE




Cwiczenie 6

Pouktadaj wyrazenia tak, aby otrzymac twierdzenie prawdziwe.

rowne miarom katow trojkata DEF'. =
geometrycznego, dtugosci bokow =
trojkata ABC sa =
Jezeli dtugosci =
trojkata DEF' sg réwne =
dtugosciom wysokosci tréjkata ABC, =
bokéw trojkata ABC sa =
to miary katow =
kolejnymi wyrazami ciggu =
Cwiczenie 7 @
Ciag (sin Q, %, cos a), gdzie « jest katem ostrym, tworzg cigg geometryczny. Wykaz, ze
sina + cosa = @
Cwiczenie 8 @

Udowodnij, ze jedli ciag (a, b, ¢, d) jest geometrycznyi a, b, ¢, d sa liczbami dodatnimi, to
at+d>b+e



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Ciagg geometryczny - zadania na dowodzenie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje wiadomosci na temat ciggéw geometrycznych w zadaniach ,na
dowodzenie”

 analizuje tres¢ zadania i dobiera odpowiedni model, zwigzany z ciggiem
geometrycznym, do rozwigzania zadania

» prowadzi rozumowania, takze kilkuetapowe, podaje argumenty uzasadniajgce
poprawno$¢ rozumowania

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e Ocenawazona
e technika kruszenia

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie technikg oceny wazonej przypominajg sobie w parach poznane twierdzenia,
wzory, definicje, wlasnosci zwigzane z ciggiem geometrycznym. Ustalenia zamieszczaja
na hierarchicznym grafie, ktéry powinien obrazowac¢ powigzania miedzy informacjami.

2. Wybrany uczen omawia efekty pracy swoje i osoby, z ktora pracowal, pozostali
uczniowie ewentualnie koryguja wypowiedz lub przedstawiajg inne pomysty.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w grupach technika kruszenia, rozwazajac przyklady zapisane
w sekcji ,Przeczytaj’. Po przeczytaniu tresci przyktadu, ustalajg z czego mogg wynikac
problemy w rozwigzaniu danego zadania. Zastosowanie tej techniki pozwala na analize
danego problemu z innego punktu widzenia i ulatwia poszukiwanie alternatywnych
rozwigzan. Po omowieniu w ten sposob zadania, uczniowie w kazdym przypadku
ustalajg, co nalezy zrobi¢, aby wyeliminowac¢ trudnosci, ktore mogg sie pojawic, co
nalezy wiedziec i jakie wzory zastosowac. Nastepnie poréwnujg swoje przypuszczenia
Z proponowanym rozwigzaniem.

2. Przykiad pokazany w galerii zdje¢ interaktywnych rozwigzuja samodzielnie,
a nastepnie poréwnujg z rozwigzaniem zapisanym w galerii.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.



Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Ciag arytmetyczny i geometryczny zastosowanie

Wskazowki metodyczne:

Galerie zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢, omawiajgc wiasnosci ciggu
geometrycznego.
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