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Zastanawiate$ sie kiedys, czy mozna znalez¢ dtugos¢ przyprostokatnej trojkgta
prostokatnego, znajgc jedynie dlugos¢ drugiej przyprostokatnej oraz dtugos¢ wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka kata prostego? Jesli nie, to pomysl o tym teraz!

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mozemy zbudowac ukiad trzech rownan z trzema
niewiadomymi... Na szczeScie problem okazuje sie by¢ duzo latwieszy. Musimy tylko
wykorzysta¢ trygonometrie!



Twoje cele

» Wyprowadzisz wzory na wartosci funkcji trygonometrycznych kata 90 — a.
e Obliczysz wartosci funkciji trygonometrycznych kata 90 — a znajac wartosci funkcji
trygonometrycznych kata a.



Przeczytaj

Popatrzmy na trojkat prostokatny i przypomnijmy raz jeszcze definicje wartosci funkcji
trygonometrycznych katow tego trojkata.

B

: a : _ b
sina = 7, sinff= ¢

_ b B_E
cosa =, cosff = -

tga =4, tgf=¢
Suma miar katow w tréjkacie wynosi 180°, wiec a + S+ 90" = 180", azatem S = 90" — a.

Problem 1

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania sformutujmy twierdzenie wigzace funkcje

trygonometryczne katéw a oraz 90° — a.

Powyzsze twierdzenie jest najprostszym przyktadem wzorow redukeyjnych.

Zanim przejdziemy do zarysowanego we wstepie problemu znalezienia dlugosci
przyprostokatnej trojkgta prostokatnego, gdy znamy dlugosc¢ drugiej przyprostokatne;j
i wysokosci poprowadzonej z wierzchotka kata prostego, rozwazmy tatwiejszy przykiad.

Przyktad 1

Korzystajgc z danych na rysunku obliczymy warto$ci funkcji trygonometrycznych kata
90° — a.



javascript:void(0);

Rozwigzanie

Zaczniemy od obliczenia dtugosci przeciwprostokatnej c. Skorzystamy z twierdzenia

Pitagorasa:
2=3+5=38.
Zatem ¢ = 2v/2.

Wykorzystamy twierdzenie o funkcjach trygonometrycznych kata (90° — «):

. o o o . A5 _ 410
sin(90° — a) = cos a= % =

o el _ V3 _ 6
cos(90° — a) = sin a= %= -7

tg(90° — a) = 2 :%: vIs

tga 3
Przyktad 2

Harcerze chca wybudowa¢ brame na obozie harcerskim. Chcg, aby brama miata ksztalt
trojkata prostokatnego, ktorego wysokos$¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma
dtugosc 4 m, a jedno z ramion ma dtugos¢ 5 m. Obliczymy, jaka bedzie dtugos¢ drugiego
ramienia.

Rozwigzanie

Zacznijmy od rysunku.



Nie znamy szerokosci bramy, ani dlugosci z, wiec nie mozemy korzystac z twierdzenia
Pitagorasa. Popatrzmy na katy w powstatych trojkatach.

Z definicji sinusa wiemy, Ze sin o = %.

Zatem cos(90° — ) = +.

Skorzystamy z jedynki trygonometrycznej, gdyz, zeby policzy¢ z, potrzebujemy znac
sin(90° — ).
sin(90° — @) = 1~ cos?(90" —a) =1 ()" =1- £ = &

sin(90° —a) = 2

Z definicji sinusa wiemy, ze sin(90° — ) = 2.
3 _ 4 o 20

Zatem ¢ = —,wiec z = 5.

Odpowiedz

Drugie rami¢ powinno mie¢ dlugos¢ okoto 6 metrow i 67 centymetrow.



Twierdzenie o warto$ciach funkcji trygonometrycznych kata 90° — a wykorzystujemy nie
tylko w planimetrii. Niejednokrotnie utatwia ono rachunki i pozwala unika¢ korzystania
z przyblizonych wartosci funkcji trygonometrycznych. Rozwazmy kilka przyktadow.

Przyktad 3

Obliczymy sin 22° — cos 68°.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 22° = 90" — 68".

Mozemy wigc przeksztalci¢ wyjSciowa rownosc
sin22° — cos 68° = sin22° — cos(90° — 227)

a nastepnie skorzystac z faktu, ze

cos(90° — a) = sina

i zapisa¢ roOwnanie:

sin22° — cos(90° —22°) =sin22° —sin22° = 0.

Zwrocmy uwage, ze mogliSmy rozwigzac to zadanie korzystajac z faktu, ze
22° =90° — 68° orazsin(90° — a) = cos a otrzymujac cigg rownosci:

sin22° — cos68° = sin(90° — 68°) — cos 68" = cos68° — cos68° = 0.
Przyktad 4

Obliczymy wartosS¢ wyrazenia
tg10° - tg20° - tg30° - tg40° - tgh0° - tg60° - tg 70" - tg 80O".

Mnozenie jest przemienne oraz 80" = 90" — 10°,70° =90° —20°,60° =90° — 30",
50° = 90° — 40°, wiec wyjsciowg rownos$¢ mozemy zapisaé jako:

tg10° - tg(90° —10°) - tg20" - tg(90° —20°)-

-tg30° - tg(90° — 30°) - tg40° - tg(90° —40°).

1

Poniewaz tg(90" — o) = ¢

nasze réwnanie przmeUJe postac

tg10° - -tg20° - tg20 -tg30° - tg30 -tg40° - tg40 =1.

tg 10

Przyktad 5

Udowodnimy, ze




sin?32° + sin? 58° + sin83° - cos®> 7° + cos 7° - cos® 83"+
(—tgdd”) - tg46° =cosT".
Rozwigznie

Zauwazmy, ze: 32° +58° =90°,44" +46° =90"i7° + 83" =90°,

zatem
sin? 58" = cos?32°, cos 7° = sin83° oraz tg46° = —tg114° .
Mamy:

sin?32° + sin? 58° + sin83° - cos? 7" 4+ cos 7" - cos> 83° — tg44° - tg46° =

= sin%32° 4 cos?32° +cos7° - (sin83° . cos7° + cos? 83°) —tgd4” - tgéll4° =
=1+cos7" - (sin83° -sin83° + cos?83") — 1 =

=cos7’ - (sin2 83° + cos® 83°) =cos7’ -1=cos7".

C.n. u.

Stownik

wzory redukcyjne

180° £ «, 270° £ a, ... w funkcje trygonometryczne kata «
sin(90° — a) = cos
cos(90° — a) =sina

tg(90° — a) = -

tga

wzory, ktére pozwalaja przeksztalci¢ funkcje trygonometryczne katow postaci 90°



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre, a nastepnie sprobuj odszyfrowac hasto.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DXtjsISAD

Polecenie 2

W tréjkacie prostokatnym mniejszy z katéw ma miare a. Przyprostokatne tego tréjkata maja
dtugos¢ 1 cm i 8 cm. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw « oraz (90° — «).

Polecenie 3

Upro$¢ wyrazenie (sin 15° + cos 157)(cos 75° —sin75°) + tg23° tg67°.


https://zpe.gov.pl/a/DXtjsISdD

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Wiedzac, zesina = % wskaz warto$¢ sin(90° — a).
O sin(90° —a) = L2L
O sin(90° —a) = X8
O sin(90° — ) = @
O sin(90° — a) = @




Cwiczenie 2

Dany jest tréjkat prostokatny jak na rysunku ponizej.

VZ-1 \\

V241

Wskaz wszystkie prawdziwe rownosci.

(] sin(90° —a) = \/ﬁﬁ_\/g
) tg(90° —a) =3+ V2
() sin(90° —a) = %

) tg(90° —a) =3 -2

Cwiczenie 3

Potacz w pary réwne wyrazenia

sin12° cos78°
sin 29° cos12°
sin®22° + cos? 22° tg4bh”
1 .
566" cos 61
_1 tg 50°
tg 40 g

sin 78" tg24°



Cwiczenie 4 Q@

Korzystajac z informacji przedstawionych na rysunku, oblicz z. Uzupetnij tekst, przeciagajac
odpowiednie wyrazenia we wtasciwe miejsce.

A B D 144 B
i3 13

,,,,,,,,,,,,,,

180°—aHQO"—chos(90°—a)’ h ‘5”12”@”COSO£H625’

: ° 144 720 s
oo | %] [




Cwiczenie 5

Rozstrzygnij, czy podane wyrazenie sg wieksze, mniejsze, czy rowne 1. Przeciggnij wyrazenia
we wtasciwe miejsca.

mniejsze niz 1

tg81°
sin9”

tg 60°

sin20° cos 70° + cos220° ’

tg 55° 2cos30°
cos 35° V3

rowne 1
tg15° sin75° ] ‘ tg27° tg 63° ]
27° . ° o
thésﬁgo ‘ sin41° cos 49
cos 53:
wieksze niz 1 sin 37
Cwiczenie 6 @

Doprowadz wyrazenie:
sin28° - cos 62° + sin? 14° + sin” 14” - sin” 76" + cos? 14° <0202 cos28
do najprostszej postaci.

Cwiczenie 7 @

Dany jest trapez rownoramienny o polu 4446 i wysokosci 46, w ktéry mozna wpisac okrag.
Oznaczmy przez « kat ostry tego trapezu. Wyznacz warto$¢ funkcji cos(90° — a).



Dla nauczyciela

Autor: Julia Wodka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne kata 90 — o

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Cele ksztatcenia - wymagania ogdlne:

lll. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.

1. Stosowanie obiektow matematycznych i operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje obywatelskie;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie¢;
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza wartosci funkcji trygonometrycznych kata 90 — a znajgc wartosci funkcii
trygonometrycznych kata o,
» wyprowadza wzory na wartosci funkcji trygonometrycznych kata 90 — a.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z medium w sekcji ,,Gra edukacyjna’.
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggni¢cia w trakcie lekcji w temacie: ,Funkcje trygonometryczne
kata 90 — o”.

2. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycije pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyklady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniéw ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.



3. Kolejne ¢wiczenia nr 3-5 uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z inna parg uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi, zapisuja problemy,
ktore napotkali podczas rozwigzywania ¢wiczen.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:
1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczgce analizy problemu w temacie ,Funkcje trygonometryczne kata 90 — o”.


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

