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Zrédto: Kelly Lacey, dostepny w internecie: www.pexels.com.

W tym materiale wykorzystamy znane zaleznosci trygonometryczne (suma i roznica
cosinusow; sinus podwojonego kata, cosinus podwojonego kata; cosinus roznicy
argumentow) do rozwigzywania rownan trygonometrycznych, w ktorych wystepuje
warto$¢ bezwzgledna. W zwigzku z tym przypomnimy sobie definicje i wlasnosSci wartosci
bezwzglednej oraz metode rozwazania przypadkow.

Twoje cele

e Przypomnisz sobie zalezno$ci trygonometryczne i wykorzystasz je do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych z wartoscig bezwzgledna.

» Nauczysz sie wykorzystywac wlasnosci wartosci bezwzglednej do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych.




Przeczytaj

Przypomnimy podstawowe pojecia, wiasnosci i twierdzenia konieczne do rozwigzywania
rownan z wartosci bezwzgledna.

Zacznijmy od definicji pojecia wartosci bezwzglednej z liczby  (bedziemy tez uzywac
nazwy: modut z x):

Definicja: wartosc¢ bezwgledna

2] x, gdy x>0
€Tr =
—z, gdy =<0

Zwr6¢my uwage na to, ze definicje te mozemy takze zapisa¢ nastepujgco:

2] = r, gdy x>0
|-z, gdy <0

Wprost z definicji wynikajg dwie przydatne wtasnosci:
Twierdzenie: wtasnosci modutu
Dla dowolnej liczby rzeczywistej z zachodzg rownosci:
1 |z|* = 22,
2. Va2 = |z|.

Bardzo przydatne do rozwigzywania zadan s3 twierdzenia o dziataniach na modutach.

Twierdzenie: iloczyn modutéw
Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi rowno$¢: |z - y| = |z| - |y|.

Dla dowolnejliczby rzeczywistej x oraz dowolnejliczby rzeczywistejy # 0 zachodzi
_ Izl

x fadl
lyl

rownosc: y

Do rozwigzywania rownan i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna przydaja sie dwa
twierdzenia:

Twierdzenie: nieréwnosci na modutach

1. Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nieréwnos¢: |z + y| < |z| + |y|.
ROwNoS¢ |z + y| = |z| + |y| zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z - y > 0.




2. Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y zachodzi nierownos¢: ||z| — |y|| < |z + y|.
ROwnos$¢ ||z| — |y|| = |z + y| zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy z - y < 0.

Zaprezentujemy rozne przyktady rownan trygonometrycznych z warto$cig bezwzgledna.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie: |cos & — %‘ =sinx — %

Rozwigzanie

Rozwazmy dwa przypadki:

Przypadek 1.

Niech cos x > %

Wobwczas rownanie ma postac: cos = sin .

Rownanie jest rownowazne rownaniu:

tgx = 1.

Zatem
= 7 +km, gdzie k € Z.

Po uwzglednieniu zatozenia cosz > otrzmeJemy odpowiedz w przypadku 1:
= T + 2km, gdzie k € Z.

Przypadek 2.

Niech cosz < %

Wowczas rownanie przyjmuje postac:

% —cosz =sinr — 5 L czyli

cosx +sinx = 1.

Dzielimy rownanie stronami przez V2i otrzymujemy:

%2 \/5 ﬁ

cosT + sinr =

Korzystamy ze wzoru na cosinus roznicy argumentow i otrzymujemy:

cos(z — §) = 4




Stad otrzymujemy:
T —z=2+42knrlubf —z =1 4 2kr, gdzie k € Z.
Azatem x = 2kmlubx = & + 2km, gdzie k € Z.

Po uwzglednieniu zatozenia cos ¢ < %, otrzymujemy odpowiedz w przypadku 2:
T = 5 + 2km, gdzie k € Z.

Odpowiedz: x = 7 + 2kmlubz = & + 2km, gdzie k € Z.
Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie: 5 + 2 cos 2z = 3|2sinz — 1|.
Rozwigzanie

Korzystamy ze wzoru na cosinus podwojonego kata:
5+2(1—2sin’z) = 32sinz — 1].

Rownanie ma zatem postac:

6sinz — 3| = —4sin®z + 7.

Rozwazmy dwa przypadki

Przypadek 1:

Niech sinz > %

Wowczas rownanie ma postac:

6sinz — 3 = —4sin’z + 7,

czyli

2sin’z + 3sinz — 5 = 0.

Wowczas: sinz = 1lubsinz = — 2.

Uwzgledniajgc zalozenia otrzymujemy rozwigzanie w przypadku 1: sinz = 1, czyli
T = 5 + 2km, gdzie k € Z.

Przypadek 2
Niech sinz < %

Woéwczas rownanie przyjmuje postac:


javascript:void(0);

3—6sinz = —4sin’z + 7,
czyli

2sin’z — 3sinz — 2 = 0.
Stad otrzymujemy:

sinz = —1 lubsinz = 2.

|

Po uwzglednieniu zatozenia sinz < % otrzymujemy warunek sinx = —
Zatem rozwigzaniami w przypadku 2 sa:

T =—%+2knrlubz = —2F + 2km, gdzie k € Z.

Odpowiedz z = & + 2krlubz = — % + 2kmlubx = — 2% + 2k, gdzie k € Z.
Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie: |cos x| — cos 3z = sin 2z.

Rozwigzanie

Rozwazymy przypadki.

Przypadek 1

Niech cosx > 0.

Wobwczas rownanie ma postac:

CcosS T — cos 3z = sin 2.

Korzystamy ze wzoru na roznice cosinusow i otrzymujemy:

—2sin(—x) sin 2z = sin 2z

2sin z sin 2z = sin 2z

2sinzsin2z —sin2x = 0

Zapisujemy lewa strone rownania w postaci iloczynu

sin2z(2sinz — 1) = 0.

A stad otrzymujemy alternatywe warunkow:

sin2x =0lub2sinz — 1 = 0.


javascript:void(0);

Zatem

20 = krlubz = I + 2kmlubz = £T + 2km, gdzie k € Z.

Po uwzglednieniu warunku cos z > 0 otrzymujemy odpowiedz w przypadku 1:
r=2krlubz = 5 + krlubz = & + 2km, gdzie k € Z.
Przypadek 2

Niech cosz < 0.

Woéwczas rownanie ma postac:

— cos T — cos 3x = sin 2z

Korzystamy ze wzoru na sume cosinusow i otrzymujemy:
—2cos(—x) cos 2 = sin 2z

—2cosz cos2z = sin2zx

Korzystamy ze wzoru na sinus podwojonego kata i otrzymujemy:
—2coszcos2z = 2sinxcosT

Poniewaz cos z < 0, dzielimy rownanie stronami przez 2 cos :
—C0s2x =sinx

cos2x = —sinz

Wykorzystujemy wzory redukcyjne i otrzymujemy:

cos2x = cos(% + x)

Rownanie ma rozwigzanie:

2 = 5 +x + 2knlub 2z = — 5 — x + 2km, gdzie k € Z,

czyli

r=% +2krlubz = —F + 2II“T”,gdzie ke Z.
Po uwzglednieniu zatozenia cos x < 0, otrzymujemy rozwigzanie w przypadku 2:

T = % + 2km, gdzie k € Z.

Odpowiedz: ¢ = 2krlubz = 5 + knlubx = & + km, gdzie k € Z.


javascript:void(0);
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Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie: [sin 2z + cos x| = ||sin 2z| — |cos z||.
Rozwigzanie

Skorzystamy z twierdzenia opisanego na poczatku lekcji:
ROownos¢ ||a| — [b]| = |a + b| zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a - b < 0.
W naszym rownaniu niech: a = sin 2z,b = cos z.

Wowczas rownanie z zadania jest rownowazne warunkowi:
sin2x -cosx <0

2sinz - cos® <0

sina:(l — sin? w) <0

Stad otrzymujemy:

—1<sinz <0lubsinz > 1.

Zatem odpowiedz jest nastepujaca:

r € (—7 + 2km, 2km) lub x = £ + 2k, gdzie k € Z.

Stownik

cosinus podwojonego kata

2

tozsamo$¢ trygonometryczna: cos 2z = cos® ¢ — sin® x prawdziwa dla kazdej liczby

rzeczywistej x
sinus podwojonego kata

tozsamo$¢ trygonometryczna: sin 2 = 2 sin z cos ¢ prawdziwa dla kazdejliczby
rzeczywistej

WZzOry na sume oraz roznice cosinusow

T+ r—
cos T + cosy = 2 cos 2y - COS 2y
s THY s T—Y
COST — COsy = —2sin —3* - sin —5*=

dla dowolnych z,y € R



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre edukacyjng. Do réwnania trygonometrycznego dopasuj jego rozwigzanie
w przedziale (0, 27r).

Polecenie 2

Rozwiaz réwnanie [sin 2z + cos z| = |sin 2z| + |cos z|.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1
Rozwiazaniami réwnania |cos  — 2sin z| + cos ¢ = 0 s3 liczby:
T = —% + 2k, gdzie k € Z

x:—%—l—kwlubx:kmgdziekez

o O O

:vz—%—|—2k7r|uba:=7r+2k:7r,gdziek€Z

() x=m+ 2knm gdziek € Z

Cwiczenie 2

Rozwiazaniami réwnania sin ¢ = cos|z| sa:
O x=—F +kmegdziekcZ
O x=—4 +2kn gdziek € Z
O x =T +2km gdziek € Z

O z= T +kmegdziek € Z




Cwiczenie 3

Wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

keZik <)

‘x:%—l—kﬂ'Hx:%—l—2kﬂ'Hm:—%+kﬂ'Hx:—%—|—2kﬂ'Ha§:%+kﬂ'

‘x:—%—l—km’

Cwiczenie 4

Wstaw takie wyrazenie, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

gdzie k € Z.

(w=F +2kn| o= +2%r |[z=r+2%n|[z=kr]|x=—3+ 2%

‘x:%—kkw"x:—%—|—2k7rH:c:%—|—k:7r’

Cwiczenie 5

Potacz w pary rownanie z rwnowazng mu nierdwnoscia.

|sinz — cosz| = |sinz| + |cos z| sin2z > 0
|sin z cos x + cos 2z| = [sin x cos z| + sin2z < 0
|sinz + cos z| = |sinx| + |cos z| sindz > 0

|sin z cos x — cos 2z| = [sinx cos z| + sindz <0



Cwiczenie 6
Wszystkimi rozwigzaniami réwnania [sin 2x| = cos z sa:
T = % + 2km, gdziek € Z

— I 4 2knlubz = _% + 2km, gdziek € Z

o O O
[

=2 +42knlubz = LT + 2km, lubz = § + kn, gdziek € Z

O o =14 + 2kn, gdziek € Z

Cwiczenie 7
Rozwiaz réwnanie: sin z - sin|z| = 3.
Cwiczenie 8

Rozwiaz réwnanie:|1 — 2sinx + cosz| + 2sinx + 1 = cos 2z.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowania wzorow do rozwigzywania rownan trygonometrycznych z wartoscia
bezwzgledna

Grupa docelowa:
III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

5) korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzory trygonometryczne w przeksztalcanie rownan;
» wykorzystuje wtasnosci wartosci bezwzglednej do rozwigzywania rownan
trygonometrycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» gra dydaktyczna;



» metoda tekstu przewodniego;
» metoda stolikow eksperckich.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat zaje¢: ,Zastosowania wzorow do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych z wartoscig bezwzgledng” i prosi, by na jego podstawie
uczniowie sformutowali cel lekcji oraz kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig w sekciji ,Przeczytaj’ i zapisuja w zeszycie
minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy. Grupy na
przemian zadaja przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora udziela
odpowiedzi. Nauczyciel uzupetnia wyjasnienia.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg tres¢ polecenia numer 1,Zagrajw gre edukacyjng.
Do rownania trygonometrycznego dopasujjego rozwigzanie w przedziale (0, 27)” oraz
material z sekcji ,Gra edukacyjna”. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore
pojawily sie po zapoznaniu si¢ z materiatem.

3. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia 3-5 na
czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze ¢wiczenia
jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnosc¢.
Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8, ale nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i zapisuja na kartce problemy, ktore mieli podczas ich
wykonywania.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr 1i 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”
Materialy pomocnicze:

o Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,,Gra edukacyjna” mozna potraktowac jako zadania domowe
dotyczace analizy problemu w temacie ,Zastosowania wzorow do rozwigzywania
rownan trygonometrycznych z wartoscig bezwzgledng”


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

