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Rozktadanie liczby na czynniki pierwsze jest istotnym elementem kryptografii. Wlasnosci
tego procesu okreslajg, jak trudny do ztamania bedzie uzywany przez nas szyfr. Faktoryzacja
matejliczby nie stanowi problemu, natomiast rozktad duzych liczb na czynniki pierwsze
jest bardzo wymagajacy obliczeniowo.

W e-materiale Faktoryzacja poznaliSmy algorytm rozktadu liczb na czynniki pierwsze.
W tym e-materiale dowiemy sie, jak wykorzysta¢ go w programach napisanych w jezyku
Python.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostatych e-materiatach z tej serii:

» Faktoryzacja w jezyku C++,
» Faktoryzacja w jezyku Java.

Wiecej zadan? Sigegnij do Faktoryzacja - zadania maturalne.
Twoje cele

» Przeanalizujesz algorytm rozkladu liczby na czynniki pierwsze.
» Zaimplementujesz algorytm rozktadu liczby na czynniki pierwsze.
» Przetestujesz program dla roznych danych.
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Film samouczek

Polecenie 1
Napisz program, ktéry dla podanej przez uzytkownika liczby naturalnej n wypisze jej

czynniki pierwsze.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczbanaturalna;n > 1

Wynik:

Program na standardowym wyjsciu wypisze czynniki pierwsze liczby n.

Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwiazanie z przedstawionym w filmie.

Trwa wczytywanie danych ..
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Rozktad liczby na czynniki
pierwsze

Implementacja algorytmu faktoryzacji w jezyku Python

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIM3jVunhUKFS

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Film nawigzujacy do rozktadu liczb pierwszych - implementacji algorytmu faktoryzacji

w jezyku Python.

Plik o rozmiarze 242.00 B w jezyku polskim

Plik o rozmiarze 340.00 B w jezyku polskim

Polecenie 3


file:///preview/resource/R1M3jVunhUkFS

Przeczytaj

Porownanie sposobow rozktadu liczby na czynniki pierwsze

W filmie z sekciji , Film samouczek” przedstawiliSmy zoptymalizowany sposob rozktadu
liczby na czynniki pierwsze.

Sprobujmy zapisac funkcje, ktora bedzie wykonywac rozktad dowolnejliczby na czynniki
pierwsze z jednoczesnym zliczaniem potencjalnych dzielnikoéw i obliczaniem czasu
wykonania tych obliczen. Skorzystamy w tym celu z funkcji time ().

1 def rozklad(Q):

2 from math import sqrt

3 from time import time

4 to = time()

S

6 # gorna granica sprawdzanych dzielnikow
7 g = int(sqrt(Q))+1

8

9 # tablica czynnikdéw pierwszych
10 tab = []

11

12 # licznik sprawdzonych dzielnikow
13 dzielniki = 0

14

15 for p in range(2,9):

16 dzielniki += 1

17 while Q % p == 0:

18 tab.append(p)

19 Q=Q// p

20 if Q == 1:

21 break

22 if Q == 1:

23 break

24

25 if Q > 1:

26 tab.append(Q)

27

28 tl = time()

29 print(f'zZnaleziono czynniki pierwsze: {tab}')



30 print(f'Czas w sekundach: {t1-t0:.6f}")
31 print(f'Sprawdzone dzielniki {dzielniki}')

Mozemy przetestowac program dla kilku liczb:

rozklad(44100)

# Znaleziono czynniki pierwsze: [2, 2, 3, 3, 5, 5, 7, 7]
# Czas w sekundach: 0.000015

# Sprawdzone dzielniki: 6

rozklad(44103241230)

# Znaleziono czynniki pierwsze: [2, 3, 5, 97, 587, 25819]
# Czas w sekundach: 0.003861

# Sprawdzone dzielniki: 25818
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11 rozklad(372036854775807)

12 # Znaleziono czynniki pierwsze: [3, 3, 13, 3179802177571]
13 # Czas w sekundach: 2.584548

14 # Sprawdzone dzielniki: 19288255

15

16 rozklad(13372036854775807)

17 # Znaleziono czynniki pierwsze: [13, 19, 271, 439, 5849, 77801]
18 # Czas w sekundach: 0.007574

19 # Sprawdzone dzielniki: 77800

20

21 rozklad(413372036854775807)

22 # Znaleziono czynniki pierwsze: [1051, 15263, 25769053939]
23 # Czas w sekundach: 87.726839

24 # Sprawdzone dzielniki: 642940149

Czas wykonywania obliczen dla liczb, ktore majg duze czynniki pierwsze, wyniost prawie 1,5
minuty. Sprawdzanie kolejnych liczb dopoki, dopoty znaleziony zostanie pierwiastek, nie
jest najefektywniejszym mozliwym sposobem. Jedng z lepszych metod przedstawimy
ponizej.

Drugi sposob rozktadu liczby na czynniki pierwsze

Dla kazdejliczby Q mozemy okresli¢ wszystkie jej dzielniki, sprawdzajgc jej podzielnos¢
przez kolejne liczby pierwsze, a wiec 2, 3 oraz liczby postaci:



gdzie:

k=1,2,...,9

-/

Za pomocq zmiennej d bedziemy w stanie sprawdzi¢ wszystkie dzielniki w jednej petli

(najpierw obliczymy 6 - k — 1, a nastepnie 6 - k 4 1 i zwiekszymy k).
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def rozklad_2(Q):
from math import sqrt
from time import time

to

= time()

# granice sprawdzanych dzielnikow

#

=2
int(sqrt(Q))

zmienne do wyliczania p = 6 * k +/- 1

licznik sprawdzonych dzielnikow

dzielniki = 0

#

tablica czynnikow pierwszych

tab = []

while p <= g:

dzielniki += 1
while Q % p == 0:
tab.append(p)
Q //=p
if Q == 1:
break
if p < 3:
p+=1
else:
p =6* +d
if d == 1:



32 d = -1

& k += 1

34 else:

85 d =1

36

37 if Q > 1:

38 tab.append(Q)

39

40 tl = time()

41 print(f'Znaleziono czynniki pierwsze: {tab}')
42 print(f'Czas w sekundach: {t1-t0:.6f}")

43 print(f'Sprawdzone dzielniki: {dzielniki}')

rozklad_2(44100)

# Znaleziono czynniki pierwsze: [2, 2, 3, 3, 5, 5, 7, 7]
# Czas w sekundach: 0.000014

# Sprawdzone dzielniki: 4

rozklad_2(44103241230)

# Znaleziono czynniki pierwsze: [2, 3, 5, 97, 587, 25819]
# Czas w sekundach: 0.003591

# Sprawdzone dzielniki: 8608
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11 rozklad_2(372036854775807)

12 # Znaleziono czynniki pierwsze: [3, 3, 13, 3179802177571]
13 # Czas w sekundach: 1.642628

14 # Sprawdzone dzielniki: 6429420

15

16 rozklad_2(13372036854775807)

17 # Znaleziono czynniki pierwsze: [13, 19, 271, 439, 5849, 77801]
18 # Czas w sekundach: 0.005434

19 # Sprawdzone dzielniki: 25935

20

21 rozklad_2(413372036854775807)

22 # Znaleziono czynniki pierwsze: [1051, 15263, 25769053939]
23 # Czas w sekundach: 58.880058

24 # Sprawdzone dzielniki: 214313384

Jak wida¢, druga wersja rozkiadu liczby na czynniki pierwsze jest duzo szybsza. Dla
najwiekszej z testowanych liczb pierwszych czas obliczen byt o ponad 30% krotszy



w stosunku do pierwszego sposobu. Sprawdzono réowniez niemal trzy razy mniej
dzielnikow.
Dla zainteresowanych

Algorytm szyfrowania RSA bazuje na wyniku mnozenia dwoch duzych liczb pierwszych.
Aby go zlamac, trzeba znalez¢ dla danejliczby Q takie dwie rozne liczby e oraz t, ktorych
iloczyn wynosi wiasnie Q. Bedzie woéwczas mozna nazwac t oraz e faktorami liczby Q.

Przykladowo:

4295 229 443 = 65537 - 65 539

Stownik
faktoryzacja liczby Q

proces, w ktorym dla liczby @) > 1 odnajdujemy takie liczby naturalne fi, fs, f3. .., rézne
od 1 oraz rézne od @ (nietrywialne czynniki rozkladu), ktérych iloczyn

f1* fo * f3x...= @Q; liczby te nazywamy faktorami
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 ¢
Napisz program, ktory wypisze czynniki pierwsze liczby naturalnej dodatniej n. Sprawdz
jego dziataniedlan = 18.

Specyfikacja problemu:

Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia;n > 1

Wynik:

Program, na wyijsciu standardowym, wypisze czynniki pierwsze liczby n.



Cwiczenie 2 Q®
Napisz program rozktadajacy liczbe naturalng dodatnig n na czynniki pierwsze,
a nastepnie wyswietlajgcy na ekranie najwiekszy czynnik, jaki pojawit sie w rozktadzie.
Sprawdz dziatanie programudlan = 5625.
Specyfikacja problemu:
Dane:

¢ n - liczba naturalna dodatnia; n > 1

Wynik:

Program, na wyjsciu standardowym, wyswietli najwiekszy czynnik rozktadu na czynniki

pierwsze liczby n.



Cwiczenie 3 O
Napisz program rozktadajacy liczbe naturalng dodatnig n na czynniki pierwsze,
nastepnie wyswietlajagcy na ekranie czynnik, ktory w jej rozktadzie wystapit najwieksza
liczbe razy. Jesli jest kilka takich czynnikdw, niech program wypisze najmniejszy z nich.
Sprawdz jego dziataniedlan = 13835745.

Jesli sprawdzana liczba jest liczbg pierwsza, program powinien wyswietli¢ komunikat

n to liczba pierws:za.
Specyfikacja problemu:
Dane:

e n - liczba naturalna dodatnia;n > 1
Wynik:

Program na wyjsciu standardowym wyswietla czynnik, ktéry pojawit sie najczesciej

w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby n, lub komunikatn to liczba pierwsza.



Dla nauczyciela

Autor: Adam Jurkiewicz
Przedmiot: Informatyka

Temat: Faktoryzacja w jezyku Python
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:



2) wykorzystuje znane sobie algorytmy przy rozwigzywaniu i programowaniu rozwigzan

nastepujacych problemow:
a) rozktadania liczby na czynniki pierwsze,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Przeanalizujesz algorytm rozkladu liczby na czynniki pierwsze.
» Zaimplementujesz algorytm rozktadu liczby na czynniki pierwsze.
o Przetestujesz program dla r6znych danych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat
»Faktoryzacja w jezyku Python”.
2. Uczniowie przypominajg sobie najwazniejsze informacje dotyczgce faktoryzaciji.

Faza wstepna:

1. Chetna lub wybrana osoba przedstawia najwazniejsze informacje zwigzane
z faktoryzacja liczb.

2. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcjg zaproponowali kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca z multimedium. Nauczyciel wy$wietla zawarto$c¢ sekciji ,Film samouczek”.
Uczniowie w parach wykonujg polecenie 1. Nastepnie porownuja swoje rozwiazanie
z przedstawionym w filmie. Nauczyciel w razie potrzeby wyjasnia niezrozumiate
kwestie.

2. Praca z tekstem. Nauczyciel wySwietla zawartoSc¢ sekcji ,Przeczytaj’. Uczniowie
w grupach analizujg przedstawiona w niej implementacje algorytmu rozktadu liczby na
czynniki pierwsze w jezyku Python. Porownuja czasy rozktadu dla danych liczb dla obu
sposobow. Nauczyciel inicjuje dyskusje dotyczacg tego, co wptywa na czas
wykonywania obliczen.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Nauczyciel dzieli klase na grupy czteroosobowe. Uczniowie
wykonuja ¢wiczenie 1z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie uczniowie na forum klasy
omawiajg rozwigzania.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenie 2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie
w parach poréwnuja swoje rozwigzania.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowej oceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen z programowania w jezyku
Python.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie 3 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.



Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,Film samouczek” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania dotgczone do e-materiatu

»Faktoryzacja w jezyku Python”



