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Mozna $mialo zaryzykowac twierdzenie,
ze wsrod liczb naturalnych najciekawsze

i najwazniejsze sg liczby pierwsze. Badat je
juz Euklides na przetomie IV i IIT wieku
przed naszg erg. To od niego pochodzi
dowod na to, ze liczb pierwszych jest
nieskonczenie wiele, przez wielu
uznawany za ,dowdd z Ksiegi”. Okreslenie
to pochodzi od Paula Erddsa - jednego

z najwybitniejszych matematykow XX
wieku. Mawiat on, ze wszystkie
najelegantsze dowody Bog trzyma spisane
w Ksiedze i tylko czasami pozwala do niej

zajrze¢ jakiemus cztowiekowi.

Paul Erdés (1992)
Zrédto: Kmhkmh, dostepny w internecie:

https:\\wikimedia.commons.org, licencja: CC BY 3.0.



Z liczb pierwszych mozemy budowac inne liczby wykorzystujac do tego mnozenie.

W tej lekcji przypomnimy algorytm rozktadania liczby na czynniki pierwsze.

Twoje cele

e Zastosujesz algorytm rozkladania liczby na czynniki pierwsze.

e Wykorzystasz rozktad liczby na czynniki pierwsze do wyznaczania liczby

dzielnikow danej liczby.



Przeczytaj

Przypomnijmy algorytm rozktadania liczby naturalnej na czynniki pierwsze:

1. Po prawej stronie rozwazanej liczby naturalnej n stawiamy pionowg kreske.

2. Szukamy jakiejkolwiek liczby pierwszej p1, ktora dzieli dang liczbe - zapisujemy ja

po prawej stronie kreski na wysokosci liczby n.

3. Dzielimy liczbe n przez liczbe p; — wynik n; tego dzielenia zapisujemy po lewej

stronie kreski pod liczbg n.

4. Czynnosci 2) i 3) powtarzamy dla liczby n; - liczbe pierwsza py dzielgcg liczbe ng
zapisujemy pod liczba p;. Wynik ns tego dzielenia zapisujemy pod liczba n;.

5. Algorytm kontynuujemy, az po lewej stronie kreski pojawi sie liczba 1.
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Przyktad 1

Przedstawmy liczbe 360 w postaci iloczynu czynnikow pierwszych.




Zauwazmy przy okazji, ze kolejnos$¢ znajdowania czynnikow pierwszych nie ma
znaczenia - efekt jest taki sam, chociaz przyjeto sie, ze zaczynamy dzielenie od

najmniejszych liczb pierwszych.
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Zatem mozemy zapisa¢ 360 = 23 - 32 . 5,

Zauwazmy, ze kazdy dzielnik liczby 360 jest pewng kombinacjg jego dzielnikow

pierwszych.

Na przyklad liczba 360 dzieli si¢ przez 8 (bo 8 = 2 - 2 - 2), ale nie przez 16 (bo
16 =2-2-2-2),360 dzieli si¢ przez 45 (bo 45 = 3 - 3 - 5), ale nie przez 135 (bo
135 =3 -3 -3 -5). Liczba 360 nie dzieli si¢ tez przez 13, ani przez 26 (bo

26 = 2-13).

Zatem kazdy dzielnik d liczby 360 jest postaci d = 2! - 3% - 5%, przy czym
wy € {0, 1, 2, 3}, w2 € {0, 1, 2}, w3 € {0, 1}.
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Poniewaz tworzac dzielnik d liczby 360 mozemy uzy¢ dowolnej sposrod poteg
liczby 2 o wyktadniku 0, 1, 2, 3 (co daje 4 mozliwosci), dowolnej sposrod poteg
liczby 3 o wyktadniku 0, 1, 2 (co daje 3 mozliwosci) oraz dowolnej sposrod poteg
liczby 5 o wyktadniku 0, 1 (co daje 2 mozliwosci), to wszystkich dzielnikow liczby
360 jest 4 - 3 - 2 = 24. Zauwazmy jeszcze, ze 1 = 20 - 3% . 50,

Ogolnie jesli liczba naturalna x przedstawia si¢ jako iloczyn liczb pierwszych

w nastepujacy sposob

plkl ) p2k2 ) p3k3,. N 'pnk"
to kazdy jej dzielnik d jest postaci:
plwl .p2w2 . p3w3.. . .pnwn
gdzie:
wy € {0, 1,2, ..., kl},’wz c {O, 1, 2, ..., k2},'LU3 c {0, 1, 2, ..., kg},...,

w, €40, 1, 2, ..., ky}.

Wszystkich dzielnikow liczby



k1 ko ks,
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jest

(ky+1) - (ks +1) - (kg + 1) (B + 1)
Przyktad 2

Wyznaczymy liczbe wszystkich dzielnikow liczb
a) 100
b) 600

a) Kazdy dzielnik liczby 100 = 22 - 52 ma swoim rozkladzie na czynniki pierwsze

tylko i wylacznie zerowa, pierwsza lub druga potege liczby 2 oraz zerowg,
pierwszg lub drugg potege liczby 5. Czyli dzielnik liczby 100 moze zawierac
jedynie jedng z trzech poteg liczby 2 (1, 2 lub 4) oraz jedna z trzech poteg liczby 5 (
1, 5 1ub 25). Zatem wszystkich dzielnikow liczby 100 jest 3 - 3 = 9. Wypiszmy je

wszystkie:

50 - 20.50=1
N—" 5 . P 51=5
T . 90,52 =95
50 - 91. 50 =9
21/’;51 - 21_51 —10
\52 = 21_52:50
50 . 275 BY =4
J
22/ 1 - 92.51 _9
i R - 22.52=100

b) Dzielniki d liczby 600 = 23 - 5% - 3 s3 postaci
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d =2 . 5% . 3us

gdzie:
wy € {O, 1, 2, 3},’11)2 € {0, 1, 2},’(03 c {0, 1}

Zatem tworzac dzielnik liczby 600 mozemy uzy¢ jednej z czterech poteg liczby 2,
jednej z trzech poteg liczby 5 oraz jednej z dwoch poteg liczby 3, co daje
4.3 -2 = 24 dzielniki.

Podsumujmy dotychczasowe rozwazania w postaci twierdzenia.

Twierdzenie: Zasadnicze twierdzenie arytmetyki

Kazda liczba naturalna wi¢cksza od 1 albo jest liczbg pierwsza, albo mozna jg

jednoznacznie przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych.

Jednoznaczno$c¢ oznacza, ze jesli dana liczba jest przedstawiona jako iloczyn pewnych
liczb pierwszych na dwa sposoby, to oba te iloczyny zawierajg te same czynniki,

a roznia sie¢ jedynie ich kolejnoscia.

Przedstawienie liczby w postaci iloczynu nazywamy rozktadem na czynniki lub

faktoryzacja. Czesto pod pojeciem faktoryzacji rozumiemy rozktad na czynniki

nierozktadalne, czyli w przypadku liczb - na czynniki bedgce liczbami pierwszymi,
czasami jednak nazywamy tak dowolne przedstawienie danego obiektu
matematycznego w postaci iloczynu. Znaczenie rozpoznajemy na podstawie

kontekstu.

Stownik

rozktad na czynniki pierwsze

przedstawienie liczby naturalnej w postaci iloczynu liczb pierwszych; zapis

zwykle zawiera naturalne potegi liczb pierwszych

faktoryzacja
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1) czynnos§¢ prowadzgca do przedstawienia liczby lub wyrazenia algebraicznego
w postaci nietrywialnych (w przypadku liczb - r6znych od 1) czynnikow;
2) przedstawienie liczby lub wyrazenia w postaci iloczynu nietrywialnych (w

przypadku liczb - r6znych od 1) czynnikow



Animacja

Polecenie 1
Przeanalizuj zaprezentowane w animacji sposoby rozktadania liczb naturalnych na

czynniki pierwsze.

0360 = 2%.3%2.5.13

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RIVdznlVXNWRW

Nagranie dotyczgce rozkiadu liczb na czynniki.

Polecenie 2
Kazdg z liczb 3480 i 4950 rozt6z na czynniki pierwsze korzystajac z obu
przedstawionych metod.


file:///preview/resource/R1VdznIVxNWRW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @
Cwiczenie 1 ¢

Sprawdz, ktoéry z rozktadéw danych liczb wykonany jest prawidtowo. Nie uzywaj
kalkulatora. Zaznacz prawidtowg odpowiedz.

Rozktad liczby n na czynniki

Liczban pierwsze Prawidtowy? | Prawidtowy?
18900 4-3%.5%.7 TAK (O NE O
85176 23 .7.392 TAK O NIE O
3600 23.32.52 TAK (O NE O
1260 22.32.5.7 TAK (O NIE O
Cwiczenie 2 ¢

Rozt6z podane liczby na czynniki pierwsze:

a) 936

b) 528

c) 1575




Cwiczenie 3

Ponizej wypisane liczby naturalne przedstawiono w postaci iloczynu poteg liczb
pierwszych. Przyporzadkuj potegi liczbom, z rozktadow ktérych pochodza.

Przeciagnij i upusc.
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Cwiczenie 4 Q@

Potacz w pary liczby i ich rozktady na czynniki pierwsze.

45500 24.32.19
2736 23.32.17°
215600 24.3%.72.11
232848 22.5%.7.13
20808 24.52.72.11
61425 3%3.52.7-13
Cwiczenie 5 O

lle dzielnikéw maja podane liczby? Liczby p, q i  sa liczbami pierwszymi. Przeciagnij
prawidtowe odpowiedzi w odpowiednie miejsca.

Liczba m Liczba dzielnikéw liczby m

23,34.52 --------------------------------------------------------------
133.32.78. 112
17*.132.7.192

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

_________________________________________________________________________

‘200”50”10”20”90”11”60”400”140”40”144’




Cwiczenie 6

®

lle dzielnikéw majg podane liczby? Przeciagnij prawidtowe odpowiedzi w odpowiednie
miejsca.

Liczba m

Liczba dzielnikéw liczby m

103

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

103 - 32

________________________________________________________________________________

64 - 32

................................................................................

64 .15

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

882

________________________________________________________________________________

1000

________________________________________________________________________________

35

16]

40 \ 15]

50




Cwiczenie 7

Uzupetnij tabelke. Przeciggnij prawidtowe odpowiedzi w odpowiednie miejsca.

. Liczba dzielnikéw parzystych Liczba dzielnikéw nieparzystych
Liczban . .
liczby n liczby n
53 ." --------------------------------------------------------------------------------------------------
25 "_ --------------------------------------------------------------------------------------------------
2.30 ||
22 . 36 :’- --------------------------------------------------------------------------------------------------
9t.36.73 |1 b
7)128|[5][5][5] 1] 0][1][n2]]4]




Cwiczenie 8 @

Znana jest cecha podzielnosci przez 7.

Liczba n dzieli sie przez 7, doktadnie wtedy, gdy przez 7 dzieli sie suma iloczynow
kolejnych cyfr liczby n (liczac od rzedu jednosci) przez kolejne naturalne potegi liczby 3

(liczac od potegi zerowej).

Sprawdzimy, czy liczba 52647 dzieli sie przez 7. Rozwazmy sume iloczynéw kolejnych

cyfr tej liczby przez kolejne naturalne potegi liczby 3:

7-304+4.314+6-324+2-334+5.3*=7+12+ 54+ 54+ 405 = 532

Aby stwierdzi¢, czy liczba 532 dzieli sie przez 7, mozemy ponownie zastosowac ceche

podzielnosci:

2.-304+3-31+5-32=2+9+45 =56

Poniewaz 56 dzieli sie przez 7, wiec 532 dzieli sie przez 7, a z tego wynika, ze liczba

52647 réwniez dzieli sie przez 7.

Stosujac ceche podzielnosci przez 7 zbadaj, czy liczba 7 wystepuje w rozktadzie na

czynniki pierwsze nastepujacych liczb.

. 7 wystepuje w rozktadzie na 7 nie wystepuje w rozktadzie na
Liczban e s . e s .
czynniki pierwsze liczby n czynniki pierwsze liczby n
3717 TAK (O NIE (O
4691 TAK (O NIE O
36495 TAK (O NIE (O
40894 TAK (O NIE ()



Dla nauczyciela

Autor: Sebastian Guz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rozklad liczby na czynniki pierwsze

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcgce, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe:
I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy. Uczen:

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt
z dzielenia nie trudniejsze niz: a) dowod podzielnosci przez 24 iloczynu czterech
kolejnych liczb naturalnych, b) dowo6d wtasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5

daje reszte 3, to jej trzecia potega przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,

technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):



e Zastosujesz algorytm rozkladania liczby na czynniki pierwsze.

e Wykorzystasz rozktad liczby na czynniki pierwsze do wyznaczania liczby

dzielnikow danej liczby.

Strategie nauczania:

e konstruktywizm,;

e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwrodcona klasa;
e wyklad;
e dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
e zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

e tablica interaktywna /tablica, pisak /kreda.
Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore beda

poruszane podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel czyta polecenie numer 1z sekcji ,Animacja” - ,Przeanalizuj
zaprezentowane w animacji sposoby rozktadania liczb naturalnych na czynniki
pierwsze”. Uczniowie zapoznajg si¢ z trescia zawartg w materiale, w razie

watpliwosci zadaja pytania nauczycielowi na forum klasy.

2. Uczniowie wykonuja indywidualnie ¢wiczenie nr 1-2, a nastepnie wybrany uczen

omawia ich wykonanie na forum krok po kroku.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3,4 i 5) uczniowie wykonujg w parach. Nastepnie
konsultujg swoje rozwigzania z inng parg uczniow i ustalaja jedng wersje

odpowiedzi.

4. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne 6-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki

pracy komentowane sg przez nauczyciela po ich zakonczeniu.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen w temacie: ,Rozktad

liczby na czynniki pierwsze”

Praca domowa:

1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajq si¢ w pary i opracowujg

zadania analogiczne do ¢wiczen 7i 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nastepnie przesylajg



je do siebie mailem, rozwigzujq i na nastepnej lekcji porownujg wyniki.

Materialy pomocnicze:

Rozkladanie liczb na czynniki pierwsze

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy

powtorzeniu materiatu w temacie ,Rozklad liczby na czynniki pierwsze”


file:///a/DDIeE2nB9

