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Zrédto: CJ Dayrit, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Wielomian przypomina funkcje zmiennej x, ale w odroznieniu od niej oznaczony jest
najczesciej duza litera W, zamiast malg litera f. Mozemy narysowa¢ wykres wielomianu,
okresli¢ dziedzine, zbior wartoSci lub znalez¢ pierwiastki. Wielomiany przypominaja
wyrazenia algebraiczne dowolnego stopnia. Te informacje wskazuja, ze mozemy rozwazac
ich sumy, roznice, iloczyny i ilorazy. Trzy pierwsze dziatania, a wigc dodawanie,
odejmowanie i mnozenie, wykonuje sie¢ w stosunkowo latwy sposob, jednak dzielenie jest
juz nieco trudniejsze, za to mozna wykonac je na dwa sposoby, ktore poznasz w dalszej
czeSci materiatu.

Twoje cele

e Rozpoznasz wielomian, okreslisz stopien wielomianu.
» Wyznaczysz sume, roznice, iloczyn lub iloraz dwoch wielomianow.
o Okreslisz stopien wielomianu powstatego po wykonaniu odpowiedniego dziatania.




Przeczytaj

W ponizszym materiale przypomnimy pojecia dotyczace wielomianoéw oraz dziatania, ktore
mozemy na nich wykonac.

Wielomianem zmiennej x nazywamy jednomian zmiennej x lub sume takich jednomianow.
Jednomiany wystepujace w wielomianie nazywamy wyrazami wielomianu.

Definicja: Posta¢ ogdlna wielomianu

Wielomiany majg posta¢ ogélng: W(z) = a,z™ + ap,_12™ ' + ... + apz® + ayz + ag,
gdzie: a,, . .., ay nazywamy wspotczynnikami wielomianu, a ag wyrazem wolnym.

Kazdy wielomian jest sumg pewnych jednomianéw (lub jednomianem). Zatem suma dwoch
wielomianow rowniez bedzie wielomianem.

Dziatania na wielomianach

Przypomnijmy - na wielomianach mozemy wykonac¢ cztery dziatania: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Zacznijmy od pierwszego z nich.

Definicja: Suma wielomianéw
Dane sg wielomiany F'(z) i G(z).

« Sumg wielomianéw F'(z) i G(x) nazywamy taki wielomian W (z), ze dla kazde;
liczby rzeczywistej a spetniony jest warunek

W(a) = F(a) + G(a).
W pierwszym przyktadzie dodamy dwa wielomiany.
Przyktad 1

Wyznaczymy sume wielomianéw F(z) = 6z + 522 — 2z — 8 oraz
G(z) = 72° — 4z* + 22% — 52 i przedstawimy wynik w postaci uporzadkowanej sumy
algebraiczne;j.

Rozwigzanie

Gdy dodajemy dwa wielomiany, redukujemy wyrazy podobne, czyli dodajemy
wspolczynniki stojace przed zmienng x w tej samej potedze. Rozwazang sume
zapisujemy:



javascript:void(0);

W(q;):F(a;)+G(cc):6:c4+5:c2—2:6—8+7x5—4:c4+2:c3—5a:=
= 72° + 22* + 223 + 52® — Tz — 8.

Szukany wielomian jest postaci W (z) = 7z + 2z* + 223 + 52® — 7z — 8.
Kolejnym dziataniem na wielomianach jest odejmowanie.
Definicja: R6znica wielomianow

 Roéznicg wielomianéw F'(z) i G(x) nazywamy taki wielomian W (x), ze dla kazdej
liczby rzeczywistej a spetniony jest warunek

Przyktad 2

Wyznaczamy réznice wielomianow F(z) = 10z* — 23 + 62% — 1 oraz
G(z) = 62° — 17z* + 122 — 41 przedstawiamy wynik w postaci uporzadkowanej sumy
algebraiczne;j.

Rozwigzanie

Gdy odejmujemy dwa wielomiany, redukujemy wyrazy podobne, czyli odejmujemy
wspolczynniki stojgce przed zmienng x w tej samej potedze. Rozwazang roznice
zapisujemy:

W(z) = F(x) — G(z) = 10z — 23 + 622 — 1 — (6;1:5 172t 1222 — 4) —
=10x* — 23 + 622 —1—62° + 172* — 1222 + 4 = —62° + 272* — 23 — 622 + 3.

Szukany wielomian jest postaci W(z) = —6z° + 27z* — 3 — 622 + 3.

Wazne!

Pamietaj o zmianie znakow wspotczynnikow drugiego wielomianu podczas odejmowania!

Waznym pojeciem zwigzanym z wielomianem jest ich stopien, czyli najwyzszy ze stopni
sktadnikow wielomianu o niezerowych wspotczynnikach.

Wprowadzimy teraz oznaczenie deg(W (x)) dla stopnia wielomianu (od angielskiego
degree, czyli stopien) oraz oznaczenie max(aq, as, - . ., a, ), gdzie a1, as, . . . , a, to dowolne
liczby rzeczywiste.

Zauwaz, ze wielomian utworzony z sumy lub réznicy dwoch wielomianéw moze by¢ innego
stopnia niz dwa tworzace go wielomiany. Te zaleznoS¢ opisuje ponizsze twierdzenie.

Wiasnos$¢: Stopien sumy oraz réznicy wielomianéw



o deg(W(z) + P(x)) < max(deg(W(z)),deg(P(z))) lub W(z) + P(x) jest
wielomianem zerowym.

o deg(W(z) — P(z)) < max(deg(W(z)),deg(P(z))) lub W(x) — P(x) jest
wielomianem zerowym.

Zauwazmy, ze w przyktadzie 1i 2 stopnie wielomianéw powstatych odpowiednio poprzez
dodanie lub odjecie dwoch réznych wielomianow stopnia 4 i 5 sg rowniez stopnia 5, a wiec
ich stopnie spelniajg powyzsze nier6wnosci.

Przejdziemy teraz do iloczynu dwoch wielomianow.
Definicja: lloczyn wielomianéw

Dane s3 wielomiany F'(x) i G(x). lloczynem wielomianéw F'(z) i G(z) nazywamy taki
wielomian W(z), ze dla kazdejliczby a € R spetniony jest warunek:

W(a) = F(a) - G(a).
lloczynem dowolnego wielomianu F'(x) przez wielomian zerowy jest wielomian zerowy.
Przyktad 3

Pomno6z wielomiany F(z) = 3z* — 22® 4+ z oraz G(z) = x® — 2z* + 11 przedstaw wynik
w postaci uporzadkowanej sumy algebraiczne;.

Rozwigzanie

Wyznaczymy iloczyn podanych wielomianow, mnozgc kazdy wspotczynnik pierwszego
wielomianu przez kazdy wspoétczynnik drugiego wielomianu. Rozwazany iloczyn
zapisujemy:

W(z) = F(z) - G(z) = (3u% — 22% + 0 ) - (% — 224 + 1) =
=3x" — 628 +3x* — 220 + 42" — 223 + 2t — 2% +x =
= —628 + 72" — 226 — 225 — 223 + 42* + .

Zatem szukany wielomian jest postaci
W(z) = —628 + 72" — 22 — 225 + 4z* — 223 + =.

Stopien wielomianu i jego zalezno$¢ miedzy stopniami tworzgcych go wielomianoéw
mozemy rozwazac dla sumy i roznicy, ale rowniez dla iloczynu.

Wiasnos$¢: Stopien iloczynu wielomianéow

e Jezeli F(z) i G(z) nie sa wielomianami zerowymi, to
deg(F(z) - G(z)) = deg(F(z)) + deg(G(x)).




o Jezeli F(z) lub G(z) jest wielomianem zerowym, to F'(z) - G(z) jest wielomianem
ZErowym.

Na podstawie przyktadu 3. wida¢, ze wielomian W (x) powstat przez pomnozenie
wielomianu F'(z) stopnia 4 oraz wielomianu G(z) stopnia 3, zatem jego stopien jest rowny

7.
Ostatnim dziatlaniem na wielomianach jest dzielenie dwoch wielomianow.
Twierdzenie: Podzielno$¢ wielomianéw

Wielomian W (z) jest podzielny przez niezerowy wielomian F'(z) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje wielomian G(z) taki, ze W(z) = F(z) - G(x).

W kolejnym przykladzie pokazemy, jak wyznaczy¢ taki iloraz. Opisany sposob bedzie
przypominat dzielenie dwoch liczb sposobem pisemnym.

Przyktad 4

Wykonamy dzielenie wielomianu W (z) = 12z — 4z* — 3023 + 42 + 15 przez
wielomian F(z) = 2z — 5.

Rozwigzanie

625 — 202— 3
1229 — 4x* — 3023 + 422 +15 : 222 — 5
— (122° —3023)

A4zt 42?415
— (— 43:4 + 10:132)

— 62+ 15
—(— 6:1:2 + 15)

0

Wielomian W (z) = 12z° — 4z* — 302> + 42> + 15 zapiszemy zatem w postaci:

W(z) = (62° — 2z* — 3) (22* — 5).

Rozwazymy teraz stopien ilorazu wielomianow przy dzieleniu bez reszty.



Wiasnos¢: Stopien ilorazu wielomianéw - dzielenie bez reszty

o Jezeli W(z), F(z) i G(x) nie sa wielomianami zerowymi oraz W (z) : F(z) = G(z),
to deg(G()) = deg(W(z)) — deg(F(z)).

o Jezeli W(z) : F(z) = G(z) oraz F(z) jest wielomianem zerowym, to nie mozemy
wykona¢ dzielenia.

o Jezeli W(x) : F(x) = G(z) oraz G(x) jest wielomianem zerowym, to W (z) rowniez
jest wielomianem zerowym.

Zauwaz, ze w przykladzie 4, stopien wielomianu W (z) jest rowny 5, a wielomianu F(z) jest
réwny 2, stad stopien wielomianu G(z) jest rowny 3.

Dzielenie wielomian6éw nie zawsze musi odbywac sie bez reszty. Wyjasni to kolejne
twierdzenie i przykiad 5.

Twierdzenie: Dzielenie wielomiandéw z reszta

Dla kazdego wielomianu W (z) i niezerowego wielomianu F'(z) istnieja wielomiany G(x)
i R(x) takie, ze W(z) = F(z) - G(x) + R(x), przy czym wielomian R(z), nazywany
reszta z dzielenia, jest stopnia mniejszego niz stopien wielomianu F'(z) lub jest
wielomianem zerowym.

Jezeli R(x) jest wielomianem zerowym, to dzielenie odbywa si¢ bez reszty.
Przyktad 5

Wykonamy dzielenie wielomianu W (z) = 823 — 22z% + 362 — 24 przez wielomian
F(x) =4z — 5.

Rozwigzanie




272 3z +5
3 — 22424+ 362 —24 - 4r — 5
g Wzl
— 1222 + 36z — 24
—(—123:2 - 15:6)
21x — 24
— (202 — 25)
r +1

Wielomian W (z) = 8z® — 22x2 + 36z — 24 zapiszemy zatem w postaci:
W(z) = (22> — 3z +5)(4z —5) + =z + L.

Dwumian liniowy R(z) = « + 1 jest resztg z dzielenia wielomianu W (z) przez

wielomian F'(z).
Rozwazymy teraz stopien reszty przy dzieleniu wielomianow.

Wiasnos$é: Stopien reszty z dzielenia dwoch wielomianéw

o Jezeli W(x), F(x), G(z) i R(z) nie sa wielomianami zerowymi oraz
W(z) = F(z) - G(z) + R(z), to deg(R(x)) < deg(G(z)), jezeli szukamy ilorazu
wielomianéw W (z) i F(x).

o Jezeli W(z), F(z), G(x) i R(z) nie s3 wielomianami zerowymi oraz
W(z) = F(z) - G(z) + R(z), to deg(R(x)) < deg(F'(z)), jezeli szukamy ilorazu
wielomianow W (z) i G(x).

W przyktadzie 4. wielomian R(z) = x + 1, ktory jest resztg z dzielenia wielomianu W (z)
przez wielomian F'(z), jest stopnia 1 i jego stopien jest mniejszy od stopnia wielomianu
G(z) = 22° — 3z + 5 réwnego 2.

Stowniczek

jednomian jednej zmiennej

wyrazenie postaci az”, w ktorym z jest zmienna rzeczywista, a jest liczba rzeczywista
r6zna od zera, a wykladnik £ jest liczbg naturalng oznaczajacg stopien jednomianu
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dwumian liniowy

suma dwoch jednomianow, ktorego stopien jest rowny 1



Prezentacja multimedialna

Dzielenie wielomianow, ktore pokazaliSmy, nie jest jedynym sposobem, w jaki mozna
wykonac to dziatanie, ale jest jedynym uniwersalnym. Drugim sposobem dzielenia
wielomianow jest schemat Hornera. Niestety, mozemy go uzywac jedynie wtedy, gdy
dzielimy wielomian w uporzadkowanej formie przez dwumian liniowy postaci (z + a) lub
(z — a), gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywistg. Prezentacja multimedialna zawarta

w Poleceniu 1 wyjas$ni jego sposob dziatania.

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, ktéra dotyczy schematu Hornera. Na jej podstawie
rozwiaz polecenia 2 i 3.

Polecenie 2
Polecenie 3

Wykonaj dzielenie, uzywajac schematu Hornera: (—2303 + 622 + 25z — 25) : (x —5).
Okresl stopien otrzymanego ilorazu.

Polecenie 4

Podziel wielomian W (z) = 23 — 5z — 2 przez dwumian liniowy P(z) = z + 1. Sprébuj to
zrobi¢ wiecej niz jednym sposobem. Swoje rozwigzanie poréwnaj z przedstawionym
w samouczku.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Suma wielomianéw F(z) = 32> — 8z + 51 G(z) = 22° — 2% + 7 jest wielomian:

W(z) = 5z® — 10z + 12

W(z) = 5z + 22* — 8z — 12

o O O

W(z) = bz — 22% + 12

O W(z) = 52> — 222 — 8z + 12

Cwiczenie 2

Réznica wielomianéw F(z) = 5z + 122° 4 202? — 8z + 11
G(x) = 62° + 122° — 1223 + 5z — 2 jest wielomian:

W(z) = z® — 122° — 202® + 13z — 3
W(z) = 112° — 2425 + 202® — 122% — 3z — 1

W(z) = —a% + 1223 + 202 — 13z + 3

o O O O

W(z) = 1125 — 242° — 822 — 3z — 1




Cwiczenie 3

Potacz wielomiany F'(x) i G(x) zich iloczynem.

Fz)=2z—-2iG(z) =z*+3z+3 z% + 62 + 12z* + 823
F(z) =2?2-1iG(z) =z — 19 223 — 8z — Tx + 28
Flz)=22*+1iG(z) =2 -1 22° — 2% + 22 — 1

F(z)=(z+1)’-2iG(z)=2z—3 z® — 19z — z + 19
F(z) =222 -7iG(z) =z —4 3 +22 -3z -6

F(z) =231 G(z) = (z +2)° 3 — x> —Tr+3
Cwiczenie 4

Wiadomo, ze F'(x) oraz G(x) sa wielomianami stopnia 5.
Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Jest mozliwe, ze wielomian F(z) + G(z) bedzie wielomianem stopnia 7.

[ ] Jest mozliwe, ze wielomian F(z) + G(x) bedzie wielomianem stopnia 2.

Wielomian F(z) + G(x) musi by¢ wielomianem stopnia 5.

Wielomian F(z) — G(x) musi by¢ wielomianem stopnia 5.

Wielomian F(x) — G(z) nie moze by¢ wielomianem stopnia 5.

o o o o

Jest mozliwe, ze wielomian F'(z) + G(x) bedzie wielomianem stopnia 5.



Cwiczenie 5
Wyznacz wielomian W (z) = [V (z)]?, gdy V(z) = 2% — 4z + 1.
4x* — 1823 + 2022 — 14z + 1

4z* — 1623 + 2022 — 8z + 1

o O O

4z* — 1623 + 2022 — 8z — 1

O 4z* + 1623 — 142> — 8z + 2

Cwiczenie 6

Uzupetnij wspotczynniki wielomianu F'(z) — G(x) (liczby ujemne poprzedz znakiem — bez
spacji, liczby dodatnie poprzedz znakiem +). Wpisz odpowiednie liczby w puste pole.

F(z) = —8xz% + 162 — 222 + 51z 4 81

G(z) = 192* — 323 + 2122 — 91z + 107

F(z) - G(z) = 2"

<’ d |




Cwiczenie 7

Wyznacz wielomian W (z) = 2 - F(z) — G(z) - P(x), jezeli F(x) = 2z* — 1,
G(z) = 5x + 4 oraz P(z) = 2 — 62% + 2z. Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

W(z) = —5z* + 162> — 1822 — 8z — 6

W(z) = —5z* + 162> — 1822 — 8z + 2

o O O

W(z) = —bz* + 263 + 1822 — 8z — 2

O W(z) = —bz* — 26x> + 102> + 8z — 2

Cwiczenie 8

Wyznacz wspétezynniki a, b wielomianu W (z) = 2 +azx? 4+ bz +6 wiedzac, ze dla
kazdego = € R prawdziwa jest réwnos¢: W(z — 1) + W(z) = 22> — 5z* + 9z + 8.

O a=3b=(-1)
O a=2b=0

O a=2b=(-1)
O a=(-1)b=2



Cwiczenie 9

W tabeli wykonano dzielenie dwdch wielomianéw przez siebie. Ocen, czy zostato ono
wykonane poprawnie. Zaznacz prawda lub fatsz w odpowiednich komdrkach tabeli.

Dzielenie Prawda Fatsz
2462 —17):(z—2)=-322 - 12z — 61 ()
sl —z+5):(z—1)=222~-4z-5 (O
102* + 8z +4) : (222 — 4) = 32 — 2z )
2—6z+1):(z—2) =223 — 2> -3z -0

010 0|0

Cwiczenie 10

Dane s3 wielomiany W (z) = 52° — (m? — 4m)a® — z + 4, F(z) = = — 1 oraz
G(z) = 5x? — 3z — 4. Wyznacz warto$¢ parametru m, dla ktérego réwnosé
W(z) = F(x) - G(x) jest prawdziwa.



Dla nauczyciela

Autor: Adam Jackowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dzialania na wielomianach - powtorzenie wiadomosci

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania ogo6lne:

I. Sprawnos$¢ rachunkowa. Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy
uzyciu kalkulatora, stosowanie praw dziatan matematycznych przy przeksztatcaniu
wyrazen algebraicznych oraz wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu
problemoéw w kontekstach rzeczywistych i teoretycznych.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:
II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy. Uczen:
2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje wielomian, okreslia stopien wielomianu,
e wyznacza sume, roznice, iloczyn lub iloraz dwoch wielomianow,
» okresla stopien wielomianu powstatego po wykonaniu odpowiedniego dziatania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow

» rosnace plakaty

e zadania z kubka

« stoliki eksperckie

Formy pracy:

e pracaw parach
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostgpem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniéw miata do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw (uczniowie ci beda pelnili role ekspertow na lekcji)
0 zapoznanie si¢ w domu z materiatem z sekcji ,Przeczytay.

Faza wstepna:

1. Uczniowie pracujg w grupach metodg rosnacych plakatow. Najpierw za pomoca burzy
mozgow przypominajg sobie wszystko, co wiedzg na temat wielomianéw (jednomian,
stopien wielomianu, dzialania na wielomianach), a nastepnie przedstawiaja graficznie
uzyskane wiadomosci. Powstaly plakat uzupeinig w koncowej czesci zaje¢ o nowo
uzyskane informacje. W ten sposob plakat ,rozros$nie si¢”

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 3 grupach. Zapoznaja si¢ z dziataniami na wielomianach.
Przechodzg do trzech stolikow eksperckich.
2. Stoliki:
o pierwszy: Dodawanie i odejmowanie wielomianow.
o drugi: Mnozenie wielomianow.
o trzeci: Dzielenie wielomianow.
3. Przy kazdym stoliku siedzi ekspert - uczen, ktory wczesniej zapoznat si¢
z rozwigzaniami zadan z grupy, ktorg okresla nazwa stolika (sg to zadania z bloku
Przeczytaj). Kartki z zadaniami schowane sa w kubku. Wskazany przez eksperta uczen
losuje zadanie z kubka i probuje je rozwigzac, objasniajgc przy tym na glos wykonywane



czynnosci. Pozostali cztonkowie grupy moga mu podsuwac pomysty na rozwigzanie.
Jesli w okreslonym czasie grupa nie upora si¢ z zadaniem, moze poprosi¢ 0 pomoc
eksperta.

4. Uczniowie zapoznaja sie Prezentacja multimedialng. Analizujg w grupach dzielenie
wielomianow z zastosowanie schematu Hornera.

5. Ostatnim elementem wspolnej pracy jest wzbogacenie rosngcych plakatow
o wiadomosci zdobyte w czasie zajec.

6. Uczniowie w parach wykonuja ¢wiczenia interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy omawiaja prace swoich grup, wskazuja na trudnosci, prezentuja wykonane
plakaty.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zaje¢
i zdobyte wiadomosci.

3. Nauczyciel ocenia prace uczniow - wskazuje na mocne i stabe strony.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcji oraz plecenia w sekcji ,,Prezentacja multimedialna”.

Materialy pomocnicze:

e Stopien wielomianu

e Sumairéznica wielomianow
 Iloczyn wielomianow

e Podzielno$¢ wielomianow

Wskazowki metodyczne:

Prezentacje¢ mozna zastosowac na lekcji poswieconej dzieleniu wielomianow.
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