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Algorytm Euklidesa

Zrodto: Alex Lehner, domena publiczna.

| W tym e-materiale powtarzamy wiadomosci ze szkoty podstawowe;j.

Algorytm Euklidesa zostal przedstawiony okoto 300 r. p.n.e. Jest on jednym z najstarszych
wcigz wykorzystywanych algorytmow, a stuzy do znajdowania najwiekszego wspolnego
dzielnika dwoch liczb catkowitych. Ten e-material poSwigcimy wilasnie algorytmowi
Euklidesa i r6znym sposobom jego realizaciji.

Implementacje omawianego algorytmu w poszczegoélnych jezykach programowania
przedstawiamy w e-materiatach:

» Algorytm Euklidesa w jezyku C++,
o Algorytm Euklidesa w jezyku Java.
e Algorytm Euklidesa w jezyku Python.

Wiecej zadan? Siggnij do Algorytm Euklidesa - zadania maturalne.
Twoje cele

» Powtoérzysz informacje o algorytmie Euklidesa.
e Przeanalizujesz dwa warianty implementacji algorytmu Euklidesa.
o Przesledzisz algorytm Euklidesa zapisany za pomocg schematu blokowego.
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Przeczytaj

Algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa jest opisem czynnoSci, ktore nalezy wykonac, aby znalez¢ najwigkszy
wspolny dzielnik dwoch liczb catkowitych (czyli najwigkszg liczbe naturalng, ktora dzieli
obie liczby bez reszty). Aby zrozumie¢ sam algorytm, musimy zwroci¢ uwage na pewng
wlasciwos¢ dwoch dowolnych liczb catkowitych.

Jezeli wezmiemy pare liczb (przykladowo, 18 oraz 12) i od wigkszej z nich odejmiemy
mniejsza, to wynik dziatania wraz z mniejszg liczbg utworzy nowa pare. Jej najwiekszy
wspolny dzielnik bedzie taki sam, jak w przypadku oryginalnej pary. Sprawdzmy to na
liczbach 18 i 12. Ich najwiekszym wspolnym dzielnikiem jest 6.

Teraz od liczby 18 odejmiemy 12:
18 — 12 = 6

Wrynik dziatania wraz z mniejszg liczbg tworzg nowa pare: 12 i 6. Najwiekszy wspolny
dzielnik si¢ nie zmienit - wcigz wynosi on 6.

Ta wlasciwos¢ jest fundamentem algorytmu Euklidesa. Opisana cecha jest wspoélna dla
kazdejpary liczb, a zatem mozemy powtorzy¢ proces odejmowania i tworzenia nowej pary
dla wartosci 12 oraz 6:

12 -6 =6

Wynik oraz mniejsza liczba z pary poczatkowej sktadajg si¢ na kolejna pare: 6 i 6.
Najwiekszym wspolnym dzielnikiem identycznych liczb jest kazda z nich.

Okazuje sie, ze biorgc dwie dowolne liczby i wiele razy wykonujgc opisane wyzej czynnosci
(odejmowanie i tworzenie kolejnych par), otrzymamy w koncu dwie identyczne liczby.
Kazda kolejna para ma taki sam najwiekszy wspolny dzielnik. Zatem ostatnie elementy ciggu
sa najwiekszym wspolnym dzielnikiem pierwszej pary.

To wilasnie jest algorytm Euklidesa. Aby przetozy¢ go na jezyk programowania, najlepiej jest
postuzy¢ sie schematem blokowym:



Algorytm Euklidesa
Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Najpierw tworzymy zmienne a oraz b. Jest to para liczb, dla ktorej musimy znalez¢
najwiekszy wspolny dzielnik. Bloki pogrubione sg elementami petli while. Sprawdzamy
warunek naszej petli (czy wartoSci zmiennych a i b nie sg rowne - jesli s rowne, wowczas
od razu otrzymujemy najwiekszy wspolny dzielnik). Zmienna a ma jednak wartos¢ 36,

a zmienna b wynosi 8, wiec wyrazenie logiczne ma warto$¢ logiczna prawda.

Kolejnym krokiem jest sprawdzenie, ktora z liczb jest wigksza, poniewaz od niej musimy
odja¢ mniejsza. W tym przypadku bedzie to zmienna a. Podgzamy wiec do bloku
wskazanego przez strzatke z napisem prawda i od a odejmujemy b. Wynikiem zastepujemy
poprzednig warto$¢ zmienneja . Nowa para sklada si¢ z roznicy z odejmowania oraz
mniejszejliczby z poprzedniej pary.

Wracamy na poczatek petli while, ponownie sprawdzamy warunek i postepujemy tak do
chwili, gdy wartosci zmiennych a oraz b bedg takie same. Program wyswietla wowczas
wartos¢ zmiennej a - jest to wiasnie najwiekszy wspolny dzielnik.

Analiza efektywnosci algorytmu

Program dziala i wydaje si¢, ze nie ma klopotow ze znalezieniem NWD dowolnej pary liczb
calkowitych. Czy jest tak na pewno? Pierwsze problemy pojawig si¢, gdy zaczniemy szukac
najwiekszego wspolnego dzielnika duzych liczb. A jezeli jedna z liczb w parze jest bardzo
duza, a druga bardzo mata, bedzie jeszcze gorzej. Program odejmuje od siebie liczby az do
momentu, kiedy stang sie one rowne. Przy duzej dysproporcji warto$ci potrzebnych jest
wiele przejs¢ petli. Zajmuje to czas i zasoby komputera.

Zalozmy, ze szukamy NWD liczb a =1 000 000 oraz b = 50 000. Przesledzmy wykonywane
operacje:
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a = 1000000 — 50000 = 950000

b = 50000

a = 950 000 — 50 000 = 900 000

b = 50000

a = 900 000 — 50 000 = 850 000

b = 50000

a = 100 000 — 50 000 = 50 000

b = 50000

a =b= NWD = 50000

W tym przypadku petla while wykonata 19 iteracji. Nie jest to zty wynik. Zobaczmy jednak,
co sie stanie jezeli sprobujemy znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik pary 1 000 000 oraz 2.

a = 1000000 — 2 =999 998

a =999 998 — 2 = 999 996



a =999 996 — 2 = 999 994

a=b=NWD = 2

Tym razem petla while byta wykonywana az 499 999 razy.

Na szczeScie istnieje inna wersja algorytmu Euklidesa. Wykorzystywany jest w niej operator
modulo. Prezentacja na kolejnej stronie objasnia ten wtasnie wariant algorytmu.

Stownik
NWD

skrot pojecia ,najwiekszy wspolny dzielnik”
operator modulo

operator zwracajacy reszte z dzielenia liczb catkowitych
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Schemat interaktywny

Polecenie 1

Obejrzyj prezentacje, a nastepnie poréwnaj oba warianty algorytmu Euklidesa.

Nagranie dostepne pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DuXI8higk

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Dzwiekowe nagranie lekcji

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

Alternatywna wersja algorytmu Euklidesa
przypomina wariant podstawowy.
Najwazniejszg réznicg jest uzycie operatora
modulo. Poniewaz liczby w danej kolejnosci
mozna odjg¢ od siebie tyle razy, ile wynosi ich
iloraz catkowity, a po zakonczeniu odejmowania
pozostanie ich reszta z dzielenia. Uzywajac
operacji modulo, mozemy poming¢ wiele
operacji odejmowania i zastgpic je jedng
operacja dzielenia.


https://zpe.gov.pl/a/DuXl8higk

Wypisz a

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

Znowu siegniemy po schemat blokowy.

Wypisz a

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

W kazdym cyklu petli obliczamy reszte

z dzielenia zmiennej a przez zmienng b. Wynik
zapisujemy jako zmienng pomocnicza c.
Wartos¢ zmiennej b zostaje przypisana do
zmiennej a, zas$ zmienna b przyjmuje wartos$¢
zmiennej ¢c. W przypadku tej odmiany
algorytmu nie ma znaczenia, ktéra liczba jest
wieksza, a ktéra mniejsza.



Wypisz a

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P70OAFYVSi

Algorytm konczy szukanie NWD, gdy zmienna b
osigga wartos¢ 0. Najwiekszy wspdlny dzielnik
liczb jest réwny wartosci zmiennej a.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

Obydwa warianty algorytmu sa bardzo
podobne. Sprawdzmy, czym réznia sie napisane
na ich podstawie programy.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi



Poszukamy najwiekszego wspodlnego dzielnika
liczb 1 000 000 oraz 2. Przy wykorzystaniu
pierwszej wersji algorytmu petla while byta
wykonywana az 499 999 razy.

= 0

a = 1.000.000
b =2

Wypisz a

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/P70OAFYVSi

Zatem rozpoczynamy prace z nowym
wariantem algorytmu, zmienng a rowna 1 000
000 oraz zmienng b o wartosci 2. Poniewaz b
jest wieksza niz zero, przystepujemy do
obliczen.

START

000.000
=2

o
u
o -

Wypisz a

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P70OAFYVSi



Zmienna ¢ przyjmuje wartos¢a mod b = 1
000 000 mod 2 = O.Zmiennej a
przypisujemy teraza = b = 2. Nakoniec
zmienna b przejmuje wartos$¢ zmiennej
pomocniczej c (czylib = ¢ = 0).

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

Zmienna b ma wartos$¢ zero, wiec petlawhile
sie konczy, a program podaje najwiekszy
wspolny dzielnik.

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/P7OAFYVSi

Jak widzimy, czynnos¢ ktéra poprzednio zajeta
499 999 cykli petliwhile, w tej wersji
algorytmu wymagata tylko jednej iteracji.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 2

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm wyliczajgcy NWD z zastosowaniem operatora
modulo.

Specyfikacja problemu:

Dane:

a, b - liczby, dla ktérych program wyliczy NWD,; liczby naturalne dodatnie

Wynik:

Na standardowym wyjsciu prezentowany jest najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a i b.

W ponizszym schemacie przygotuj algorytm wyliczajagcy NWD z zastosowaniem operatora
modulo.

Polecenie 3

Zapisz notatke, w ktorej podsumujesz najwazniejsze informacje przedstawione w prezentacji

multimedialnej.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1

Specyfikacja problemu:

Dane:

e a, b - liczby naturalne dodatnie

Wynik:

Na standardowym wyjsciu program wyswietla NWD liczb ai b.

Zapisz pseudokod algorytmu Euklidesa.




Cwiczenie 2 @)
Zdecyduj, czy zdanie jest prawdziwe, czy fatszywe.

Algorytm Euklidesa z uzyciem reszty z dzielenia jest bardziej efektywny od metody
z odejmowaniem.

)

fatsz [ ]

Cwiczenie 3 @)
Wskaz NWD liczb 38 oraz 8.

O 4
O 1
O 2

O 8

Cwiczenie 4 @

Wskaz, ktéry warunek konczy wersje algorytmu Euklidesa (wariant z odejmowaniem).

() Liczba a jest wieksza od liczby b.
() Liczba b jest mniejsza niz a.
() Liczby a oraz b sg réwne.

() Liczba b jest réwna O.



Cwiczenie 5 O

Uzupetnij zdanie.

Znalezienie NWD liczb 8 oraz 2 w przypadku pierwszej metody (w wersji z odejmowaniem)

wymagato iteracji petli.

Cwiczenie 6 »

Uzupetnij zdanie.

Znalezienie NWD liczb 8 oraz 2 w przypadku drugiej metody (w wersji z wykorzystaniem

operatora modulo) bedzie wymagato iteracji petliwhile.

Cwiczenie 7 @
Wskaz, jaki warunek konczy dziatanie algorytmu Euklidesa (z wykorzystaniem operatora
modulo).

() Liczba a jest réwna liczbie b.
() Liczba b jest réwna O.
() Liczba ajest réwna 1 a liczba b jest réwna 10.

() Liczba ajest réwna 1.



Cwiczenie 8
Wskaz, do czego moze okazac sie przydatny algorytm Euklidesa.

przy sprawdzaniu czy jedna liczba jest wielokrotnosciag drugiej

do sprawdzania czy podane liczby sg wzglednie pierwsze

w celu obliczenia wartosci pierwiastka kwadratowego liczby nieujemnej

do okreslania czy liczba jest pierwsza

do obliczania najmniejszego wspdlnego mianownika dwoch utamkéw

o o o o 0O O

przy wyszukiwaniu elementu w zbiorze danych



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytm Euklidesa
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe

I +II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

a) algorytm Euklidesa w wersji iteracyjneji rekurencyjnej wraz z zastosowaniami,
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Powtoérzysz informacje o algorytmie Euklidesa.



e Przeanalizujesz dwa warianty implementacji algorytmu Euklidesa.
o PrzeSledzisz algorytm Euklidesa zapisany za pomocg schematu blokowego.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»2Algorytm Euklidesa”. Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami w sekciji ,Przeczytaj.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wySwietla temat i cele zaje¢. Prosi uczniow, by na podstawie wiadomosci
zdobytych przed lekcjg zaproponowali kryteria sukcesu.

2. Rozpoznanie wiedzy ucznidéw. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu i programowania, np.
- do czego stuzy operator modulo?
- co oznacza skrot NWD?
- do czego wykorzystujemy algorytm Euklidesa?
Chetni uczniowie udzielajg na nie odpowiedzi.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach przypominajg sobie najwazniejsze informacje dotyczace petli
while



2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Schemat interaktywny”,
czyta treS¢ polecenia nr 1: ,,Obejrzyj prezentacje, a nastepnie porownaj oba warianty
algorytmu Euklidesa” i omawia kolejne kroki rozwigzania.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowej oceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniow o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych

zajeciach nauczytam /tem sig jak...”.

Praca domowa:

1. Wyznacz NWD liczb: a =42 i b = 24 za pomocg algorytmu Euklidesa. Porownaj ze soba
liczbe obiegoéw petli while w obu wariantach.

Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ multimedium w sekcji ,,Przeczytaj” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigzac¢ zadania dotgczone do e-materiatu
»~Algorytm Euklidesa”



