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Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego

funkcji metoda stycznych w jezyku C++

Rozwigzujac niektore problemy matematyczne i informatyczne, mozemy stosowac
algorytmy numeryczne, wykorzystujace operacje na liczbach. Jedng z opciji jest metoda
stycznych, ktora zostala omowiona w e-materiale Wyznaczanie przyblizonej wartosci
miejsca zerowego funkcji metodg stycznych. Stuzy do wyszukiwania wartoSci miejsca
zerowego funkcji z pewna zadana doktadnoscig.

W tym e-materiale zaimplementujemy algorytm wyznaczania przyblizonej wartoSci miejsca
zerowego funkcji metodg stycznych w jezyku C++.

Ciekawi cig, jak wygladajg implementacje w innych jezykach programowania? Mozesz si¢
z nimi zapozna¢ w dwoch pozostalych e-materiatach z tej serii:

e Wyznaczanie przyblizonej warto$ci miejsca zerowego funkcji metoda
stycznych w jezyku Java,

» Wyznaczanie przyblizonej warto$ci miejsca zerowego funkcji metoda
stycznych w jezyku Python.

Wiecej zadan? Siggnijdo Wyznaczanie przyblizonej wartosci miejsca zerowego funkcij
metodg stycznych - zadania maturalne.
Twoje cele
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 Zastosujesz wzOr na wyznaczanie kolejnych przyblizen miejsca zerowego metoda
stycznych.

e Przeanalizujesz implementacje algorytmu wyznaczania przyblizonej wartoSci miejsca
zerowego funkcji metodg stycznych w jezyku C++.

e Zaimplementujesz programy wykorzystujace metode stycznych, by
obliczy¢ przyblizong warto$¢ miejsca zerowego funkcii.



Przeczytaj

Metoda stycznych

Metoda stycznych to algorytm numeryczny wyznaczajacy przyblizong warto$¢ miejsca wego
funkciji z pewna doktadnoscig. Innym algorytmem, ktéry mozna wykorzysta¢ do
wyznaczenia przyblizonej wartoSci miejsca zerowego funkcii jest algorytm bisekcji, ktory
omowiono w e-materiale Algorytmy numeryczne i przyblizone.

1. Dzialanie metody rozpoczyna si¢ od wskazania punktu startowego 1, bedacego
pierwszym przyblizeniem miejsca zerowego. Punkt ten wybieramy z przedziatu |a, b],
w ktorym bedzie znajdowalo si¢ doktadnie jedno miejsce zerowe funkcii.

2. Nastepnym krokiem jest wyznaczenie kolejnego przyblizenia 2, ktore jest
wspotrzedng x punktu przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie x1
z osig OX. Przyblizenie to wyznaczamy wedlug nastgpujacego wzoru:

f(331)
f'(z1)

L9 — L1 —

gdzie:

1 - punkt startowy; przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji f(z) w przedziale
[a, b];

« 3 - przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji f(z) w przedziale [a, b]; punkt
przeciecia stycznej do wykresu funkcji f(x) w punkcie 1 z osig OX;;

o f(z1) - wartos¢ funkcji f(x) w punkcie z1;

 fI(z1) - pochodna funkcji f(x) w punkcie z.

Styczna jest geometryczng interpretacja pochodnej (wiecejna ten temat znajdziesz miedzy
innymi w e-materiatach Interpretacja geometryczna pochodnejoraz Pochodna funkciji

w punkcie).

3. Jezeli:
o roéznica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami 1 i 2 jest mniejsza lub rowna
wybranej doktadnosci € lub
o wartos¢ funkcji w punkcie 2 jest bliska O,

konczymy algorytm z wynikiem - przyblizong wspolrzedng miejsca zerowego funkciji jest o
z dokladnoscig e. W przeciwnym wypadku wartoS$¢ x2 staje sie nowym punktem
startowym (x1) i wracamy do kroku drugiego.
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Implementacja algorytmu w jezyku C++

Napiszmy program realizujgcy algorytm wyznaczania miejsca zerowego funkcji f(x)
w przedziale [1, 3] z doktadnoscig do trzech miejsc po przecinku.

f(z) = 2* — 5z

Na poczatek dotgczamy niezbedne biblioteki. W trakcie pisania programu bedziemy
korzystali z funkcji fabs umozliwiajacej obliczenie wartosci bezwzglednej wyrazenia.
Dotaczamy biblioteke cmath, dzigki ktorejbedziemy mogli uzy¢ tej funkcii.

1 #include <iostream>
2 #include <cmath>
3 using namespace std;

Tworzymy definicje funkcji o nazwie funkcja. Jejrola jest obliczenie i zwrdcenie wartosci
analizowanej funkcji w punkcie x zgodnie z wczes$niej podanym wzorem.

1 #include <iostream>

2 #include <cmath>

3 using namespace std;

4

5 double funkcja(double x) {

6 return x * x * x - 5 * x;
[y

W programie zdefiniujemy kolejna funkcje bedacg pochodna funkciji, ktorej miejsce zerowe
chcemy wyznaczy¢. Pochodna funkcji f(z) ma nastepujacy wzor:

f'(z) =3z*—5
W programie nadajemy jej nazwe pochodna.

1 #include <iostream>

2 #include <cmath>

3 using namespace std;

4

5 double funkcja(double x) {
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return x * x * x - 5 * x;

double pochodna(double x) {
return 3 * X * x - 5;

Mozemy przejs¢ do zdefiniowania funkcji realizujacej kolejne przyblizenia. Jej
przyjmowanymi parametrami sg: punkt startowy x; wartos¢ btedu bezwzglednego ex oraz
dokladnosc¢ ey, czyli maksymalna roznica pomiedzy kolejnymi przyblizeniami, przy ktorej
mozemy zakonczyc¢ algorytm.

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

double funkcja(double x) {
return x * x * x - 5 * x;

double pochodna(double x) {
return 3 * x * x - 5;

double metodaStycznych(double x1, double ex, double ey) {
}

Tworzymy zmienng X, typu double. To w niejbeda przechowywane kolejne przyblizenia.
Na poczatek przypisujemy jej wartoS¢ X1.

W petli do. .while przypisujemy zmiennej x1 wartoS¢ x2. W tym momencie wartos¢
zapisana w zmiennej X, staje si¢ nowym punktem startowym. Nastepnie zgodnie

z przedstawionym wczesniej wzorem obliczamy miejsce zerowe i zapisujemy do zmiennej
x2.Jezeli r6znica pomi¢dzy kolejnymi przyblizeniami (wartoS¢ bezwzgledna, ktorg
obliczamy funkcja fabs()) jest wieksza od dokladnosci przyjmowanejjako parametr,
przechodzimy na poczatek petli i ponawiamy obliczenia. W przeciwnym wypadku
wychodzimy z petli i na koniec zwracamy wartos¢ zmiennej x2, czyli przyblizong wartos¢
miejsca zerowego funkcji. Wykonywanie petli konczymy rowniez w przypadku, gdy wartos¢
funkciji dla podanego argumentu jest mniejsza lub rowna doktadnosci, oznacza to réwniez,
ze znalezliSmy miejsce zerowe z zadowalajacg doktadnoscia.



[

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

2

3

4

5 double funkcja(double x) {

6 return x * x * x - 5 * x;
.

8

9

}
double pochodna(double x) {
10 return 3 * x * x - 5;
11 }
12
13 double metodaStycznych(double x1, double ex, double ey) {
14 double x2 = x1;
15
16 do {
17 X1l = X2;
18 x2 = x1 - funkcja(x1) / pochodna(x1);
19 } while (fabs(x2 - x1) > ex && funkcja(x2) > ey);
20
21 return x2;
22 }

Na koniec w gtownej funkcji programu main () wywolujemy funkcje metodaStycznych

z punktem startowym 3 i przyblizeniem oraz btedem bezwzglednym rownymi 0,001. Wynik
tego wywolania, pomnozony przez 1000, zapisujemy w zmiennej typu catkowitego
przyblizenie. Dzigki temu wynik zostanie zaokraglony do czesci catkowitej

i w momencie, gdy do zmiennejwynik zapiszemy przyblizenie podzielone przez 1000,
otrzymamy zaokraglenie do czeSci tysieczne;j.

[

#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

2

3

4

5 double funkcja(double x) {

6 return x * x * x - 5 * x;
-

8

9

double pochodna(double x) {
10 return 3 * x * x - 5;



double metodaStycznych(double x1, double ex, double ey) {
double x2 = x1;

do {
X1l = X2;
x2 = x1 - funkcja(x1) / pochodna(x1);
} while (fabs(x2 - x1) > ex && funkcja(x2) > ey);

return x2;

int main() {
int przyblizenie = metodaStycznych(3, 0.0001, 0.0001) * 1000;
double wynik = przyblizenie / 1000.0;

cout << wynik << endl;

return 0,

Wynikiem przedstawionego programu i jednoczesnie miejscem zerowym funkcii
f(z) = x> — bz w przedziale [1, 3] jest z = 2, 236.

Pamietaj, ze zbieznos¢ nie zawsze musi zachodzi¢. Jezeli Zle dobierzemy punkt startowy,
algorytm stycznejnie zwroci wyniku. W takim wypadku program moze np. nigdy sie nie
konczy¢, poniewaz w kazdejiteracji bedzie si¢ oddalat od znalezienia miejsca zerowego.

Stownik
cmath

biblioteka zawierajaca deklaracje funkcji matematycznych, takich jak potegowanie,
pierwiastkowanie czy obliczanie wartosci bezwzglednej
miejsce zerowe

argument funkciji, dla ktérej przyjmuje ona warto$¢ O
wartosc bezwzgledna

odleglosc¢ danejliczby od zera na osi liczbowej
zbieznos¢
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wiasnos¢ mowigca o tym, ze dany problem posiada rozwigzanie, do ktorego przyblizamy
sie wraz ze wzrostem liczby wykonanych iteracji



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Przeanalizuj symulacje interaktywna wizualizujaca kolejne kroki dziatania algorytmu
obliczajgcego przyblizone miejsce zerowe metodg stycznych. Na podstawie obserwacji
przedstawionej symulacji dla réznych funkcji zastanéw sie, jak wazny jest dobér
odpowiedniego punktu startowego. Na poczatku parametr jest dobrany niepoprawnie, co
powoduje, ze nie mamy pewnosci, czy algorytm kiedykolwiek sie zakoriczy. Przypomnij sobie,
jaki warunek powinien spetnia¢ punkt startowy i dobierz go tak, aby znalez¢ miejsce zerowe
funkciji.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Polecenie 2

Przygotuj notatke ze swoimi spostrzezeniami dotyczacymi symulacji interaktywnej. Wez pod

uwage to, jak nalezy dobra¢ parametry oraz jakie warunki powinien spetnia¢ punkt startowy.

Poréwnaj dziatanie algorytmu stycznych z metodg potowienia przedziatow.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @



Cwiczenie 1 @

Mamy dana funkcje f(z) oraz jej pochodna f’(x). Wiemy, ze funkcja f(z) ma jedno miejsce
zerowe znajdujace sie w przedziale (z1, xs).

Napisz program, ktory za pomocg metody stycznych wyznaczy przyblizong wartosé miejsca
zerowego funkcji f(x) w danym przedziale i wypisze ja z doktadnoscia do trzeciego miejsca po
przecinku (nie zaokraglaj ostatniej cyfry).

Przetestuj swéj program dla nastepujacych danych:
o f(z) = zsin(x) + x> -5

o f'(x) = zcos(z) + sin(z) + 3z

Specyfikacja problemu:

Dane:

funkcja - funkcja f, ktorej przyblizong wartos¢ miejsca zerowego nalezy obliczyé

pochodna - funkcja bedaca pochodna funkcji f

X1 - poczatek przedziatu; liczba rzeczywista

x2 - koniec przedziatu; liczba rzeczywista

Wynik:

e wynik - przyblizona warto$¢ miejsca zerowego funkcji; liczba rzeczywista



Twoje zadania

1. Program wyznacza przyblizong wartos$¢ miejsca zerowego funkcji f(a:) w danym
przedziale (z1, x2) i wypisuje ja na standardowe wyjscie z doktadnoscia do trzech
miejsc po przecinku, bez zaokraglenia.




Cwiczenie 2 @

Napisz program, ktoéry za pomoca metody stycznych obliczy rozwiniecie dziesietne liczby 1t
z doktadnoscia do piatego miejsca po przecinku. Wykorzystaj funkcje sin() oraz cos()
z biblioteki cmath.

Pamietaj, ze sin(7) = 0.
Rozwigzanie wypisz z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku, bez zaokraglania.
Specyfikacja problemu:
Dane:
e T - liczba niewymierna
Wynik:

e wynik - rozwiniecie dziesietne liczby n z doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku;
liczba rzeczywista

Twoje zadania

1. Program wypisuje rozwiniecie dziesietne liczby m.






Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Wyznaczanie przyblizonej wartoSci miejsca zerowego funkcji metoda stycznych
w jezyku C++

Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) w zaleznoSci od problemu rozwigzuje go, stosujac metode wstepujacg lub
zstepujaca;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoS¢;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:



1) projektuje i tworzy rozbudowane programy w procesie rozwigzywania problemow,
wykorzystuje w programach dobrane do algorytmow struktury danych, w tym
struktury dynamiczne i korzysta z dostepnych bibliotek dla tych struktur;

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Zastosujesz wzor na wyznaczanie kolejnych przyblizen miejsca zerowego metodg
stycznych.

» Przeanalizujesz implementacj¢ algorytmu wyznaczania przyblizonej wartoSci miejsca
zerowego funkcji metodg stycznych w jezyku C++.

» Zaimplementujesz programy wykorzystujace metode stycznych, by
obliczy¢ przyblizong wartos¢ miejsca zerowego funkcij.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
« mapa mysli;

« Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;



« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»Wyznaczanie przyblizonej warto$ci miejsca zerowego funkcji metodg stycznych
w jezyku C++”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami w sekcji
LPrzeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wyswietla temat i cele zaje¢ zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”. Nastepnie
wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu, np.
o do czego stuzg algorytmy numeryczne?
o jak dziata metoda stycznych?
o co zawiera biblioteka cmath?

Chetni lub wybrani uczniowie udzielaja na nie odpowiedzi.
3. Nauczyciel dyskutuje z uczniami na temat ich odpowiedzi.
Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel sprawdza przygotowanie uczniéw do lekcji, proszac
wybrang osobe o przedstawienie najwazniejszych informacji dotyczgcych metody
stycznych. Inna osoba zapisuje je na tablicy w formie mapy mysli. Jesli przygotowanie
uczniow do lekcji jest niewystarczajace, nauczyciel prosi ich o ponowne zapoznanie si¢
z sekcja ,,Przeczytaj”

2. Uczniowie powtarzaja na swoich komputerach i testujg program przedstawiony
w sekcji ,Przeczytaj.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1 oraz 2 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Chetne lub wybrane osoby omawiaja swoj kod na forum klasy. Nauczyciel sugeruje
ew. poprawki.

4. Praca z multimedium. Uczniowie zapoznaja si¢ z symulacja interaktywna.
Przygotowuja jej opis i proponuja problem, ktory mozna za jej pomoca rozwigzac.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.
W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
omawia ewentualne problemy podczas rozwigzania ¢wiczen z programowania w jezyku
C++.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja polecenia nr 1-2 z sekcji ,Symulacja interaktywna’.
Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).

o Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg przygotowac informacje na temat wykorzystywanych w e-materiale
bibliotek.



