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Augustin Louis Cauchy, francuski
osiemnastowieczny matematyk i fizyk uwazat,
ze dowody twierdzen powinno sie
przedstawiac¢ w jak najprostszej postaci.
Prostota i precyzja prezentowanych przez
Cauchego teorii matematycznych, wywarty
wielki wplyw na 6wczesnych matematykow.
Jego nazwisko pojawito si¢ na liscie 72
nazwisk na wiezy Eiffla.

Cauchy doprecyzowal miedzy innymi pojecia

zwiazane z granicg i ciggltoscig funkcii.
Udowodnit tez nierownosci miedzy Srednimi, Augustin Louis Cauchy
7 kt()rych b@dziemy korzystaé w tym Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,

materiale. domena publiczna.

Twoje cele

e Udowodnisz dang nier6wno$c¢ korzystajac z zalezno$ci miedzy Srednimi.
e Zastosujesz nieréwnosci w rozwigzywaniu zadan geometrycznych.

 Zastosujesz wzory skroconego mnozenia w dowodzeniu nieréwnosci.



o Przeksztalcisz rownowaznie dang nier6wnosc.
o Zastosujesz i stworzysz odpowiednig strategie rozwigzujgc zadania w nietypowych
sytuacjach.



Przeczytaj

Dowodzenie nierownosci uwazane jest za jedng z trudniejszych, ale i wazniejszych
umiejetnosci wymaganych od uczacych sie w szkole ponadpodstawowej. Najczesciej
wykazanie prawdziwosci nierownosci polega na odpowiednim przeksztatcaniu
nierownosci w sposob rownowazny.

Przeksztalcajgc nierownos$¢ rownowaznie, mozemy:

e dodac¢ do obu stron nieréwnosci (lub odjg¢ od obu stron nieréwnosci) to samo
wyrazenie,

e pomnozy¢ obie strony nierownosci przez te¢ samg liczbe dodatnia,

e pomnozy¢ obie strony nierownosci przez liczbe ujemna, zmieniajac znak nieréwnosci
na przeciwny,

« podnie$c¢ obie strony nierownosci do kwadratu, jezeli wyrazenia stojace po obu
stronach nieréwnosci przyjmujg tylko warto$ci dodatnie.

Aby udowodni¢ pierwsza nierownosc¢, skorzystamy z zaleznosci migedzy $rednig
arytmetyczng, a geometryczna.

Definicja: Srednia arytmetyczna

Srednig arytmetyczng liczb rzeczywistych ay, as, . . ., a, nazywamy liczbe

— Wtapt.. .ta,
So = -

Definicja: Srednia geometryczna
Srednig geometryczna liczb nieujemnych a4, as, . . ., a,, nazywamy liczbe
Gn = \”/(Ll'ag'. <Gy

Twierdzenie: Zaleznos¢ miedzy srednig arytmetyczng i geometryczng (nieréwnosé
Cauchy’ego)

Dla dodatnich liczb rzeczywistych ay, as, . . ., a, zachodzi nastepujgca nierownos¢
+as+...4a,
Y A1:A9°. . .y, S W
Przyktad 1

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d prawdziwa jest nieréwnos¢




Vab+Ved < /(a+c)(b+d).

Obie strony nierownosci sa dodatnie, zatem mozna podnies¢ obie strony nierownosci do
kwadratu. Po lewej stronie nierownosci, korzystamy ze wzoru skroconego mnozenia.

ab + cd + 2vabed < (a + ¢)(b + d)

Wykonujemy wskazane dziatania i redukujemy wyrazy podobne.
ab—l—cd—|—2\/w§ ab + ad + ¢b + cd

2v abed < ad+ cb

Vabed < 44

Prawdziwos¢ ostatniej nierownosci wynika z zaleznosci miedzy srednig arytmetyczng
a geometryczng, co konczy dowod.

Przyktad 2

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnos$¢
8abc < (a+b)(b+ c)(c+ a).

Korzystamy z nierownosci miedzy $rednig arytmetycznag a Srednia geometryczna.
Vab < &b

\/E < b;rc

Jac < o

Mnozymy obie strony kazdejz nieréwnosci przez 2.

2vab < a+b
2Vbc <b+c
2v/ac<a-+c
Mnozymy obie strony nierownosci przez siebie (liczby a, b, ¢ s3 dodatnie).

8abc < (a+b)(b+c)(c+ a)

Co nalezato wykazac.

Teraz pokazemy zastosowanie nierownosci miedzy srednig kwadratowg a Srednig
arytmetyczna.
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Definicja: Srednia kwadratowa
Srednig kwadratowa liczb rzeczywistych ay, as, . . ., a, nazywamy liczbe
a’+ai+.. . +a?
Sk — \/ 1% _
Twierdzenie: Zaleznos¢ miedzy Srednig arytmetyczng a srednig kwadratowa

Dla dodatnich liczb rzeczywistych ay, as, . . ., a, zachodzi nastepujgca nierownosc

/[ a+a2+.. +a2 > atayt.. day
n - n

Przyktad 3

Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c takich, ze a 4+ b + ¢ = 1 zachodzi
nierownosc¢

V2a+1+vV2b+14++/2c+1<+/15.

Skorzystamy z zaleznoSci, ktora wynika z nierownos$ci miedzy $rednig arytmetyczna,
a srednig kwadratowg.

(a1+a2+...+an)2Sn(a%—l—a%—l—...+ai)

Otrzymujemy:

2
(\/2a+1+\/2b+1+\/2c+1) <

3[(¢m)2 - (mf + (mf]

2

V2a+1+vV20+1+v2c+1) <3(2a+1+2b+1+2c+1)

2

V2a+1++v2b+1++2c+1) <3(2-1+3)

( )
(\/2a+1+\/2b+1+\/26+1)2 3[2(a+b+c)+ 3
( )

(

2
\/2a—i—1—i—\/2b—|—1—|—\/2c+1) <15

Pierwiastkujemy obie strony nierownosci.

V2a+14+vV2b+1++/2c+1<+15

Co nalezato wykazac.
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Okazuje sig, ze wiele trudnych zadan, nawet geometrycznych, mozna rozwigzac¢ korzystajac
Z NieroOwnosci.

Przyktad 4

Wsrod prostokatow o przekatnej dlugosci 20 wskaz ten, ktory ma najwieksze pole.
Oznaczmy dlugosci bokéw prostokata a, b.

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, mozemy zapisac:

a® 4 b* = 400

Pole prostokata:

P=ab=+a? b2

P=+va2 2 < <40 _ 90

Przy czym rowno$¢ zachodzi, gdy a? = b?, czyli gdy a = b.

Zatem najwieksze pole ma kwadrat o boku v/200 = 10v/2.

Definicja: Srednia harmoniczna

Srednig harmoniczna liczb réznych od zera aq, a, . . ., a, nazywamy liczbe
Sp = n
h = T3 I3 5T
ay ag an

Twierdzenie: Zaleznos$¢ miedzy Srednig arytmetyczng a srednig harmoniczna

Dla liczb roznych od zera a1, as, . . ., an zachodzi nastepujaca nierownos¢
n ai+as+...+ay
T 1 1 S : 2
.. n

Korzystajac z tej nierébwnosci, rozwigzemy nastepne zadanie.
Przyktad 5

Oporniki Ry, Ry, R3 polaczone sa rownolegle. Laczny opor tych opornikow jest rowny
27 ). Jaki powinien by¢ opér kazdego z opornikow, aby opor zastepczy R byt najwiekszy?
Korzystamy ze wzoru

1

1 1 1
TR~ "R TR

Przeksztalcamy zapisang rownosc.




Korzystamy teraz z zaleznosci miedzy Srednig arytmetyczng a Srednig harmoniczna

Ri+Rs+R
RS% 1+ o+ H3 27 3

Zauwazmy, ze TOWnos¢ zachodzi, gdy
Ri+Ry+R3=3

Zatem najwiekszy opor zastepczy otrzymamy, gdy kazdy z opornikoéw bedzie miat opor

rowny 1 €.

Stownik

srednia geometryczna

Srednig geometryczng liczb nieujemnych aq, as, . . ., a, nazywamy liczbe
G, = {/aray- - -an

Srednia kwadratowa

Srednig kwadratowa liczb rzeczywistych aq, as, . . ., a, nazywamy liczbe

S, = \/ a?+a3+...+a?

n

srednia harmoniczna

Srednig harmoniczng liczb réznych od zera a1, as, . . ., a, nazywamy liczbe
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Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacjq i z przyktadami dowodzenia nieréwnosci, bez wykorzystania zaleznosci
miedzy $rednimi. Sprébuj najpierw samodzielnie wykona¢ zaprezentowane w animacji zadania,

a nastepnie poréwnaj rozwigzania.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DEOWhhOOt

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej przeksztalcanie wyrazen algebraicznych.

Polecenie 2

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nieréwnosc

22% + 4> — 6z +4y+9 > 0.


https://zpe.gov.pl/a/DE0WhhOOt

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dane sg liczby rzeczywiste a, b takie, ze ich suma jest liczbg dodatnia. Zaznacz nieréwnosé
prawdziwa.

ab >0

ab < (a+1)(b+1)

o O O

ab <0

O —a*bh<0

Cwiczenie 2 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jezeli liczby dodatnie a, b spetniajg warunek 1 = a + b to:

Va<1l—+0b

a2 +b <1

o O O O

a? —b >1




Cwiczenie 3 @

Liczby a, b s3 dodatnie i mniejsze od 1. Uzupetnij dowdd nieréwnosci
(a +b)(1 + ab) < (1+ ab)’.
Przeciggnij odpowiednie wyrazenia.

____________________

a+b—1— <0
o 1)+<0
-1 +bi <0
T +b(1—a) <0
1-a >0

-t || (b-ab)||(1-a)|[(1—a)|| Q+ab)|[ab]

Cwiczenie 4

Liczby a, b, ¢ s dodatnie. Uzupetnij nieréwnos¢, wpisujac najmniejsza liczbe naturalng, dla
ktorej nierownosé jest prawdziwa.

(a+b+c) <| (a®+ b2+ ¢?)

Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie nieréwnosci prawdziwe (liczby a, b s3 dodatnie).
a® +b® < a?b + ab?

2vVab < a+b

Va++vb < /2(a+b)

o o 0O O

a*+b* > ab + ab’



Cwiczenie 6

Liczby a, b, ¢ sg nieujemne. Przeciggnij odpowiedni znak taki, aby nieréwnos¢ byta prawdziwa.

Cwiczenie 7 @

Liczby a, b, ¢ to dtugosci krawedzi prostopadtoscianu, ktorego przekatna jest rowna d. Wykaz,
ea—+b+c<dyV3.

Cwiczenie 8 @
Wykaz, ze jezeli a, b sg takimi liczbami dodatnimi, ze

ab>a+btoa+b—4>0.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dowodzenie nierownoSci

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a3 - b3, a” — bn;

2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jedneji wielu zmiennych;
3) wytgcza poza nawias jednomian z sumy algebraiczne;j.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

» udowadnia dang nieré6wnos$c¢ korzystajac z zalezno$ci miedzy Srednimi

 korzysta z wlasnosci nierownosci w zadaniach optymalizacyjnych

 stosuje wzory skroconego mnozenia w dowodzeniu nieréwnosci

o przeksztalca rownowaznie dang nieréwnosc

 stosuje i stwarza odpowiednig strategi¢ rozwigzujac zadania w nietypowych sytuacjach

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

o tak - nie
» praca z tekstem

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

2. Uczniowie metoda tak — nie przypominajg wiadomosci dotyczgce wzoroéw skroconego
mnozenia i metod rownowaznego przeksztatcania nierownosci. Kolejno uczniowie
podaja przydatne informacje (mogg przy tym zapisywac konkretne przyktady na
tablicy). Pozostali uczniowie mowig TAK, jesli informacja jest prawdziwa i bedzie
przydatna. Jesli uwazaja, ze informacja nie bedzie przydatna lub jest nieprawdziwa -
mowig NIE. W przypadku zauwazonych btedow, poprawiaja je lub prosza o pomoc
nauczyciela.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 3 grupach. Kazda grupa analizuje przydzielony jej materiat z sekcji
»Przeczytaj’. Grupal - Przyklad 1i 2, grupa 2 - Przyklad 3 i 4, grupa 3 - Przyklad 5.
Zadaniem kazdej grupy jest przygotowanie opracowywanego przez siebie materiatu
tak, aby zaprezentowac go pozostalym grupom w przystepnej formie (ze szczegolnym
zwroceniem uwagi na zaleznosci miedzy Srednimi). Nauczyciel ewentualnie wyjasnia
watpliwosci i sugeruje na co nalezy szczegolnie zwroci¢ uwage.

2. Po uplywie wyznaczonego czasu, grupy przedstawiajg na forum klasy problemy, nad
ktorymi pracowali.

3. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z animacjq i rozwigzuja zadanie z Polecenia 2.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



Liderzy grup dzielg si¢ spostrzezeniami na temat pracy swoich grup - ciekawych
pomystow, trudnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Ciekawe $rednie

Wskazowki metodyczne:

Animacje¢ mozna zastosowac¢ w czasie zaje¢ pokazujgcych sposoby przeksztalcania
nieré6wnosci w sposob rownowazny lub w czasie zaje¢ pokazujacych zastosowanie Srednich
i zaleznoSci miedzy Srednimi.


https://epodreczniki.pl/b/ciekawe-srednie/PTh3oWF7N

