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Przyjmijmy, ze Ziemia ma ksztatt kuli. Na
Ziemie¢ spadl meteoryt. Co jest bardziej
prawdopodobne - znalezienie meteorytu gdy
znamy szerokos$¢ geograficzng punktu

w ktorym si¢ znajduje, czy gdy znamy dtugosc
geograficzng tego punktu?

Ten klasyczny problem, zwany paradoksem
Borela, od nazwiska jego tworcy -
dziewietnastowiecznego matematyka
francuskiego E. Borela, zwigzany jest

z obliczaniem prawdopodobienstwa
warunkowego zdarzenia losowego.

W tym materiale poznasz kilka wtasnosci
takiego prawdopodobienstwa. Po zapoznaniu
sie z nimi na pewno bez trudu odpowiesz na
pytanie zadane przez Borela.

Poszukiwanie meteorytéw na pustyni
Pustynia Dhofar w Omanie

Zrédto: Marek Wozniak, dostepny w internecie:
commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.



Twoje cele

e Obliczysz prawdopodobienstwo warunkowe danego zdarzenia losowego.
 Zastosujesz wzor na prawdopodobienstwo warunkowe w sytuacjach praktycznych.
» Uzasadnisz proste zaleznosSci probabilistyczne.



Przeczytaj

Kazdemu zdarzeniu A C €2 mozemy przyporzadkowac liczbe P(A/B) (przy ustalonym
zdarzeniu B takim, ze P(B) > 0). Liczbe te nazywamy prawdopodobienstwem
warunkowym zaj$cia zdarzenia A, pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B.

Definicja: Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A C Qi B C Q oraz niech P(B) > 0. Prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A,
pod warunkiem, ze zaszlo zdarzenie B, nazywamy liczbe

A
P(4/B) = 2422

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego wynika, ze P(B) > 0. Poniewaz dla
kazdych zdarzen elementarnych A C Qi B C 2 spetniony jest warunek P(A N B) > 0,
wiec P(A/B) > 0.

Zauwazmy tez, ze z warunku P(B) > 0i P(AN B) < P(B) wynika, ze P(A/B) < 1.
Wykazali$my zatem, ze jesli P(B) > 0 to dla kazdego zdarzenia A C (2 spelniona jest
nier6wnos¢ podwojna 0 < P(A/B) < 1.

W ten sposob wykazaliSmy jedng z wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego. Te i inne
wiasno$ci zawieramy w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie: Wtasnosci prawdopodobienstwa warunkowego

Niech (2 bedzie dowolna przestrzenia zdarzen elementarnych oraz niech A C 2, B C (Q,
C C QiP(C) > 0. Wtedy:

. P(0/C) =0

P(Q/C) =1

0< P(A4/C) <1

jesli A © Bto P(A/C) < P(B/C)

P(A’/C) =1 — P(A/C)

P(A/C) =1 — P(4’/C)

jesi ANB=0to P(AUB/C) = P(A/C) + P(B/C)

P(AUB/C)=P(A/C)+ P(B/C)—-P(ANB/C)



Zastosowanie tych wiasno$ci pokazemy, rozwigzujgc problemy zawarte w ponizszych
przyktadach.

Przyktad 1

W jednym rzedzie stoi dziesiec¢ stolikow. Kazdy z dziesieciu maturzystow losuje numer
stolika. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Grazyna i Ewa nie bedg siedzialy obok
siebie, gdy wiemy, ze Ewa wylosowata stolik numer cztery.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na ty, ze Grazyna i Ewa nie bedg siedzialy obok siebie,
B - zdarzenie polegajgce na tym, ze Ewa wylosowala stolik numer cztery.

Obliczymy najpierw P(A’/B).

Zdarzeniu A’ N B sprzyjaja losowania, w wyniku ktérych Ewa i Grazyna wylosuja
sgsiednie stoliki.

Zatem Ewa usigdzie przy stoliku numer cztery, a Grazyna przy stoliku numer trzy lub
piec.
Pozostate osiem os6b moze usiags¢ w dowolny sposéb na osmiu pozostatych miejscach.

ANB|=2-8!

Zdarzeniu B sprzyjaja wszystkie permutacje zbioru dziewiecioelementowego
(dziewigciu uczniow zajmuje w dowolny sposob 9 miejsc roznych od miejsca
oznaczonego numerem 4 - bo tam juz usiadzie Ewa).

1B = 9!




Stad

P(A)B) =28 = 2

Korzystajgc z wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego, zapisujemy:
P(A/B)=1- P(A’/B)

P(4/B)=1-F =7
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze Ewa i Grazyna nie beda siedziaty obok siebie jest rowne %

Przyktad 2
Niech A C Qi B C Q.
P(A)

Wykazemy, ze jesli P(B) > 0to P(A/B) > 1 — 5

Poniewaz P(B) = P(ANB)+ P(A’'NB)i P(A’N B) < P(A’), wiec

P(ANB) P(B)—P(A’'NB)
P(A/B) = P(B) P(B)
P(ANB P(A
P(A/B)=1- 552 >1- 840
Przyktad 3

Rzucamy cztery razy monetg. Obliczymy prawdopodobienstwo uzyskania dodatniej,
parzystej liczby reszek jezeli wiadomo, ze za drugim razem wyrzucono orta.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu parzystej liczby reszek,
B - zdarzenie polegajace na tym, ze w drugim rzucie wypad! orzetl.

Liczbe wszystkich zdarzen elementarnych obliczymy jako liczbe czterowyrazowych
wariacji z powtorzeniami zbioru dwuelementowego.

Q] =2*=16

Zdarzeniu A sprzyja siedem zdarzen:

A = {(RRRR),(RROO), (RORO),(ROOR),(OORR),(OROR),(ORRO)}
Zdarzeniu B sprzyja osiem zdarzen elementarnych:

B = {(RORR), (RORO), (ROOR), (OORO), (ROOO), (OORR), (DOOR), (OO00)}


javascript:void(0);

Zatem
AN B = {(RORO), (ROOR),(OORR)}

Obliczamy prawdopodobienstwo uzyskania parzystejliczby reszek, pod warunkiem ze za
drugim razem wyrzucono orta.

P(A/B) =

szl
oo|w

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo uzyskania parzystejliczby reszek, pod warunkiem ze za drugim

razem wyrzucono orla jest rowne %.

Ze wzoru na prawdopodobienstwo warunkowe wynika ponizszy wniosek.
Whiosek:

Niech (2 bedzie dowolng przestrzenig zdarzen elementarnych oraz niech A C 2, B C Qi
P(B) > 0. Wtedy:

P(ANB) = P(B) - P(A/B)
Przyktad 4

Z urny, w ktorej znajduje sie 8 kul niebieskich i 2 czarne losujemy po kolei dwie kule bez
zwracania. Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy kule w kolejnosci:
czarna, niebieska.

Oznaczmy:
C - zdarzenie polegajace na tym, ze za pierwszym razem wylosowano kule czarna,
N -zdarzenie polegajace na tym, ze za drugim razem wylosowano kule niebieska.

Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo zdarzenia C' N V.

Poczatkowo w urnie byto 10 kul, w tym 2 czarne. Zatem prawdopodobienstwo
wylosowania kuli czarnejbyto rowne %. Gdy wylosowano jedng kule - zostato tylko 9 kul,

w tym 8 niebieskich. Wtedy prawdopodobienstwo wylosowania z urny kuli niebieskiej

8

byto rowne .

Przedstawimy graficznie sytuacje opisana w zadaniu.




Korzystamy z poznanego wzoru:
P(CNN)=P(C)-P(N/C)
PCNN) =15 § =1
OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy kule w kolejnoSci: czarna, niebieska jest rowne

8
45

Przyktad 5

Z talii 52 kart losujemy kolejno trzy karty. Obliczymy, prawdopodobienstwo tego, ze kazda
karta bedzie w innym kolorze.

Oznaczmy:

A - zdarzenie polegajace na tym, ze druga karta jest innego koloru niz pierwsza,

B - zdarzenie polegajgce na tym, ze trzecia wylosowana karta jest w innym kolorze niz
pierwsza i druga.

Pierwszg karte wylosowaliSmy sposrod 52, ale drugg juz sposrod 51. Jednak mozliwosci
wyboru, aby nie byla tego samego koloru co pierwsza jest 3 - 13 = 39.

Ne)

P(4) =3 =

Trzecig karte losujemy sposrod 52 — 2 = 50 pozostatych kart. Dwa kolory kart sg juz
,zajete” zatem na wylosowanie karty w innym kolorze niz karta pierwsza oraz druga
pozostaje 2 - 13 = 26 mozliwosci.

P(B/A) =%



Obliczamy prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B
P(ANnB)=P(A)-P(B/A)

__ 13 26 _ 338 __ 169
P(ANB) = 7 - 5 = %0 — 13

OdpowiedZ:

169

Prawdopodobienstwo tego, ze kazda karta bedzie w innym kolorze jest rowne 5=

Stownik
wtasnosci prawdopodobienstwa warunkowego

niech (2 bedzie dowolna przestrzenia zdarzen elementarnych oraz niech A C ©, B C (),
C C Qi P(C) > 0; wtedy:

P0/C)=0

P(Q/C) =1

0<PA/C)<1

jesliA C Bto P(A/C) < P(B/C)

P(A’/C) =1 — P(A4/C)

P(A/C) =1— P(4’/C)

jesliANB =0to P(AU B/C) = P(A/C) + P(B/C)

P(AUB/C)=P(A/C)+ P(B/C)—P(ANB/C)



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, ktora przyblizy Ci zagadnienia zwigzane z wtasnos$ciami
prawdopodobienstwa warunkowego. Postaraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé
prezentowane tam problemy, a nastepnie poréwnaj z zamieszczonymi w animacji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dd0Oapxif

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejwlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego.

Polecenie 2

W urnie znajduja sie dwie kule zo6tte i dwie kule czerwone. Losujemy kolejno dwie kule bez
zwracania. Wyznacz prawdopodobienstwo tego, ze obie wylosowane kule bedg zétte.



https://zpe.gov.pl/a/Dd0apxif

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

W pewnej grupie 100 oséb 35 osdéb ma zielone oczy, a 60 oséb ma rude wtosy. Az 25 oséb ma
zielone oczy i rude wtosy. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania z tej grupy osoby
posiadajacej zielone oczy, jezeli wiemy, ze wylosowana osoba ma rude wtosy?
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Cwiczenie 2 ®

Zaznacz poprawng odpowiedz. Rzucamy dwa razy kostka do gry. Prawdopodobienstwo tego,
ze suma uzyskanych oczek bedzie réwna 9, jezeli wiadomo, ze za pierwszym razem wyrzucono
pie¢ oczek, jest rowne:
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Cwiczenie 3

Niech €2 bedzie dowolna przestrzeniag zdarzen elementarnych oraz niech A C ), B C Q,
CcCQiP(A)>0,P(B) >0, P(C) > 0.Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

() P(C/A)=1- P(C’/A)

() P(A/B) = P(4) - P(B)

P(QNB
O] J(D(B)) =1

(] P(AnB/C)=P(A/C)+ P(B/C)— P(AUB/C)

Cwiczenie 4

W wytwérni ptytek chodnikowych 4 % wyrobéw ma braki. Na sto dobrych ptytek 88 jest
w pierwszym gatunku. Chcemy znalez¢ prawdopodobienstwo zdarzenia: losowo wybrana
ptytka wyprodukowana w tej wytworni jest w pierwszym gatunku.

Oznaczmy:
A - wybrana ptytka nie ma brakéw,
B - wybrana ptytka jest w pierwszym gatunku.

Potacz w pary wielkosci i ich wartosci, ktére pozwola na wyznaczenie szukanego
prawdopodobienstwa.

P(A) &5
P(B/A) 0,96

P(ANB) 0,88



Cwiczenie 5

W pudetku znajduje sie 15 zaréwek w tym trzy wadliwe. Z pudetka wyjmujemy w sposéb
losowy kolejno dwie zaréwki. Nalezy obliczy¢ prawdopodobienstwo tego, ze pierwsza

z wyjetych zarowek jest dobra, a druga wadliwa.

Uzupetnij rozwigzanie zadania - przeciagnij odpowiednie wyrazenia lub liczby.

Oznaczmy:
A - pierwsza z wyciagnietych zarowek jest dobra,

B - druga z wylosowanych zaréwek jest wadliwa.

____________________

____________________

____________________

PB/A) || & |[PBrA) || & |2




Cwiczenie 6

W pewnej loterii 25% loséw to losy przegrywajace, a 20% loséw to losy uprawniajace do
otrzymania najnowszego smartfona. Oznaczmy przez A zdarzenie polegajace na wylosowaniu
losu wygrywajacego, a przez B losu uprawniajacego do otrzymania smartfona. Uzupetnij
obliczenia, prowadzace do wyznaczenia prawdopodobienstwa wylosowania losu
uprawniajacego do otrzymania smartfona.

Przeciggnij odpowiednie utamki zwykte nieskracalne w poprawne miejsca.

Cwiczenie 7 @
W urnie znajduje sie 10 kul biatych, 8 czarnych, 6 zielonych.

Losujemy kolejno trzy kule bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania za
pierwszym razem kuli biatej, za drugim czarnej i za trzecim zielonej.

Cwiczenie 8 @

Niech €2 bedzie dowolng przestrzenia zdarzen elementarnych oraz niech A C , B C Qi

P(B) > 0. Wykaz, 7e P(A/B) = %



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci prawdopodobienstwa warunkowego
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

1) oblicza prawdopodobienstwo warunkowe i stosuje wzor Bayesa, stosuje twierdzenie
o prawdopodobienstwie catkowitym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla prawdopodobienstwo warunkowe zajscia danego zdarzenia

 stosuje wzor na prawdopodobienstwo warunkowe w sytuacjach z kontekstem
realistycznym

 uzasadnia proste zaleznoSci probabilistyczne

e dobierai tworzy modele matematyczne podczas rozwigzywania problemow
praktycznych i teoretycznych



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e technika CPM
» technika obserwacji migawkowych

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja wiadomosci zwigzane z prawdopodobienstwem warunkowym
- moga zrobic¢ to graficznie, np. sporzadzajac odpowiednig mape mysli lub ustnie.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach technika CPM. Ich zadaniem jest zaplanowanie dziatan
zwigzanych z ustalaniem wilasnosci prawdopodobienstwa warunkowego.

2. Warto, aby uczniowie uwzglednili w swoich planach czas na samodzielne dochodzenie
do wiedzy, a dopiero pozniej zapoznanie si¢ z materialem z sekcji ,Przeczytaj.

3. Po ustaleniu i udowodnieniu podstawowych wlasnosci prawdopodobienstwa
warunkowego, zapoznaniu si¢ z animacjg, uczniowie wykonujg ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Kazda z grup technika obserwacji migawkowych rejestruje najwazniejsze elementy
pracy grupy, zwracajac szczegolng uwage na sposob komunikowania si¢ i strategie
wykorzystywane do rozwigzywania problemow.

Liderzy grup dzielg si¢ refleksjami na temat metod wykorzystywanych przez grupy do
znalezienia wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego, organizacji pracy, jej
intensywnosci i uksztaltowanych umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest poszukane w dostepnych zrodtach informacji ciekawych
paradoksow rachunku prawdopodobienstwa i przygotowanie krotkich prezentacii
przyblizajgcych te paradoksy.

Materialy pomocnicze:
Klasyczna definicja prawdopodobienstwa (tres¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Animacja moze by¢ wykorzystana rowniez w czasie zaje¢ wprowadzajacych pojecie
prawdopodobienstwa warunkowego.


https://epodreczniki.pl/a/klasyczna-definicja-prawdopodobienstwa-tresc-rozszerzona/D3e7WdIg6

