Objetosc ostrostupa czworokatnego

Wprowadzenie

Przeczytaj

Animacja 3D

Sprawdz sie

Dla nauczyciela
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Zrédto: Andrew Jacobs, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Ostrostup czworokatny to jeden z czesciej spotykanych, zarowno w zadaniach jak
i otaczajgcym nas Swiecie, ostrostupow.

Zrodto: Autor: Bazie, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 3.0.

W tym materiale dowiesz sig, jak obliczy¢ objetos¢ ostrostupa czworokgtnego.



Twoje cele

» Poznasz wzor na objetos¢ ostrostupa czworokatnego.
e Obliczysz objetos¢ ostrostupa czworokatnego.
o Wykorzystasz trygonometri¢ w zadaniach.



Przeczytaj

Przypomnijmy podstawowe definicje i wlasnosci ostrostupow.

Ostrostup czworokatny to ostrostup, ktory ma w podstawie czworokat. Ostrostup

sie ze Srodkiem okregu opisanego na podstawie ostrostupa. Ostrostup prawidtowy

czworokatny to ostrostup prosty, ktoérego podstawa jest kwadrat. Mozemy podac
roOwniez rownowazng definicje ostrostupa prawidlowego czworokatnego, nie
odwotujac sie do pojecia ostrostupa prostego: ,,ostrostup prawidtowy czworokatny to
ostrostup, w ktorego podstawie jest kwadrat, a wszystkie Sciany boczne sg

przystajacymi trojkatami rOownoramiennymi’”.

Wz0r na objetos¢ ostrostupa:

gdzie:
P, - pole podstawy,

H - wysokos¢ ostrostupa.

Przyktad 1

Podstawg ostrostupa prostego jest trapez rownoramienny o podstawach a i 3a
oraz kacie ostrym a. Krawedzie boczne s3 nachylone do ptaszczyzny podstawy

pod tym samym katem a. Obliczymy objetosc¢ tego ostrostupa.
Rozwigzanie:
Wykonajmy rysunek pomocniczy i wprowadzmy dodatkowe oznaczenia. Niech b -

dlugos$¢ ramion trapezu, h — wysokosc¢ trapezu, d - dtugos¢ przekatnej trapezu, H

- wysokos¢ ostrostupa.
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Trojkat AED jest prostokatny, wiec wykorzystujac funkcje trygonometryczne

mamy:
% =tg o, wiech = a - tga.

Mamy juz wszystkie informacje, by policzy¢ pole podstawy ostrostupa. Aby
obliczy¢ wysoko$¢ ostrostupa, musimy mie¢ dtugo$¢ odcinka O B. Ostrostup jest
prosty, zatem jest to promien okregu opisanego na jego podstawie. Obliczmy wiec
jego dlugosc¢. Wystarczy obliczy¢ dtugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie
ABD. W tym celu wyznaczymy pole trojkata ABD korzystajac z dwoch roznych

WZOrow.

Wz6r wykrzystujacy promien okregu opisanego na trojkacie wymaga znajomosci

dtugosci wszystkich bokow tréjkata. Musimy wiec wyznaczy¢ wielkosci bi d.

a

: a4 : .
Poniewaz ¢ = cosa, wiecb = ——,

Trojkat DEB jest takze prostokatny, co pozwoli nam na obliczenie przekatne;

trapezu:

d?> = h?+ (20,)2
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d? = (a-tga)® + (2a)°

d? = a? tg? o + 4a?

d? = a? (tg2 a+ 4)

d= a\/m.

Policzmy pole trojkata:

Pypp =% -3a-a-tga = 3a®-tga.

Zatem obliczmy promien. Oznaczmy go jako R:

2 3a-—2—-a\/tgla+4

3 _ o
50 tga = Y

R — 3a-——-ay tg’at+4  av/tglat4

4-%a2-tga 2sina

Trojkat SOB jest prostokatny. Zatem:

|O—I%| =tg o, |OB| = R, wiec

H — ay/tg2a+4 tg o= ay/tg2a+4

2sina - 2cos o

Obliczmy pole podstawy ostrostupa:

Pp: m :20,2.tga.

Objetos¢ ostrostupa wynosi wiec:

_ 1 2 ay/tglatd  adtgay/tglatd
V=35-2a tga- :

2cosa T 3cosa



Przyktad 2

Rozwazmy wszystkie ostrostupy prawidlowe czworokatne, w ktorych suma

promienia okregu opisanego na podstawie ostrostupa i wysokosci tego ostrostupa
jest rowna 24. Wyznaczymy promien okregu opisanego na podstawie tego

z ostrostlupow, ktory ma najwiekszg objetos¢. Obliczymy te objetosc.
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jest to zadanie optymalizacyjne.

Oznaczmy bok kwadratu jako a, wysokos$¢ ostrostupa - H.

. : . cp o aVv2
Promien okregu opisanego na podstawie ma wzor R = <5=.

Z tresci zadania wiemy, ze

H+R=24

H=24—-R

V2 48—av/2
H:24—‘12 = za

48 — av/2 > 0,0 < 24v/2. Zatem a (0, 24\/5).

Wyznaczmy wzOr na objetoSc ostrostupa.

V =

w|—

P,-H

_ 1 2 48—a\/2 _ 48a2—a3V/2 _ 2 \/_5 3

Obliczmy pochodna naszej funkcji V.
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Vi(a) = 16a — %az

Znajdzmy ekstrema funkcji V.

Vi(a) =0
16a — Y2a2 =0

a(l — \/Téa) =0

Zatem

a = 0 - nie spelnia warunkow zadania
lub

a=16v2.

Vi(a) > 0dlaa € (0, 16\/§> oraz Vi(a) < 0dlaa > 16v/2, wiec a = 16v/2 jest

maksimum lokalnym

Najwieksza objeto$¢ ostrostupa bedzie wiec dla @ = 164/2. Promien okregu

opisanego na podstawie tego ostrostupa to R = 16

Najwieksza objetos¢ ostrostupa to:

— 2 = 3
v(16v2) = 8- (16v2) 2 - (16v2) =
= 4096 — 10384 — 8192 _ 13651

Przyktad 3

Podstawa ostrostupa jest romb o boku 8 i kacie ostrym 60°. Kazda $ciana boczna
tego ostrostupa jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.



Obliczymy objetos¢ ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy:

Skoro kat ostry naszego rombu ma miar¢ 60°to znaczy, ze wysoko$¢ rombu ma
dtugos¢ 4+/3.

Zatem P, = 8 - 4v/3 = 32v/3 [j?].




Promien okregu wpisanego w romb jest rowny potowie jego wysokosci, zatem

r=2v3.
Sciany boczne sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.

Tréjkat SEF jest prostokatny, co w tatwy sposéb pozwoli nam policzy¢ wysoko$¢
ostrostupa.

_H_ _ .
Ve tg 30

H =2.

Mozemy juz liczy¢ objetoSc¢ ostrostupa:
V3 T

V=1.32v3.2=55 [

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa, w ktorego podstawie jest kwadrat.
Wysokoscig ostrostupa jest jedna z jego krawedzi bocznych. Objetosc¢ ostrostupa

. a’
wynosi &-.




Obliczymy miare kata nachylenia najdtuzszej krawedzi bocznej do krawedzi

podstawy.
Rozwigzanie:

Oznaczmy wysokosS¢ ostrostupa jako H. Wowczas mamy rOwnanie:

Narysujmy bryle naszego ostrostupa. Oznaczmy kat nachylenia najdtuzsze;j

krawedzi bocznej do krawedzi podstawy jako a.

Trojkat SDA jest prostokatnym trojkgtem rownoramiennym. Zatem |AS| = a+/2.

Trojkat SDB takze jest prostokatny. |[DB| = a+v/2, zatem
\2 )
a’ + (a\/2) = |SB]

|SB| = a/3.



Rozwazmy trojkat SAB. Zauwazmy, ze
|AS|® + |AB|* = |SBJ%.
Trojkat jest wiec prostokatny, wiec:

. _ JAS] _ av2 _ VB
Slna_—BS\ ——a\/g— 3 -

Z tablic wartos$ci trygonometrycznych odczytujemy wartosc¢ kata:
a =~ 56°.

Przyktad 5

Podstawa ostrostupa ABC DS jest prostokat ABC D, ktorego boki majg dlugo$c
|AB| = 32i|BC| = 18. Sciany boczne ABS i CDS sa trojkatami przystajgcymi
i kazda z nich jest nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem c. Sciany
boczne BC'S i ADS s3 trojkatami przystajacymi i kazda z nich jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem . Miary katow « i 3 spetniajg warunek

a + B =90°. Obliczymy objetos$¢ ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonajmy rysunek pomocniczy:




Trojkaty SOE i SOF sg prostokatne.

OE| =9,

OF| = 16.

Korzystajac z funkcji trygonometrycznych mamy wiec:

50| . S0
tga:%ltgﬂz%.

Z tresci zadania wiemy, ze a + 8 = 90°, wiec tg § =tg (90" —a) =

1
tga *

Zatem mamy, ze

tga-tg =1
1s0| |so| _
5 1 — 1
1SO|? = 144
1SO| = 12.

Mozemy wiec obliczy¢ objetos¢ naszego ostrostupa.

P, =32-18 =576

V = 3 57612 = 2304.

Stownik

Ostrostup czworokatny prosty

w podstawie ma czworokat, spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu

opisanego na podstawie

Ostrostup prawidtowy czworokatny




ostrostup, w ktorego podstawie jest kwadrat, a wszystkie Sciany boczne s3

przystajacymi trojkatami rOwnoramiennymi



Animacja 3D

Polecenie 1
Zapoznaj sie z trescig animacji 3D. Zwrd¢ uwage na to, jaka figurg jest podstawa

ostrostupa.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczgcego objetosci ostrostupa

czworokatnego.

Polecenie 2

Podstawa ostrostupa ABC DS jest trapez prostokatny ABC D, w ktérym podstawy
maja dtugos¢ |AB| = 12 |C'D| = 8, a dtuzsze ramie BC ma dtugos$c 5. Oblicz
objetos¢ tej bryty wiedzac, ze najdtuzsza krawedz boczna ma dtugos¢ 15, a krawedz

DS jest jednoczesnie wysokoscig ostrostupa.



https://zpe.gov.pl/a/DiAzmsVfT

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O

Na rysunku przedstawiono ostrostup o podstawie trapezu réwnoramiennego.
Zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi odcinkami zaznaczono na rysunku ponize;j.

Objetos¢ ostrostupa wynosi 2504/3. Oblicz, jaka dtugos¢ ma wysokos¢ tego ostrostupa.

Cwiczenie 4 O

Cwiczenie 5 Q@



Cwiczenie 6 O
Na rysunku przedstawiono ostrostup o podstawie prostokata. Pole przekroju
ostrostupa wyznaczonego przez wysokosci przeciwlegtych $cian bocznych

i wierzchotek ostrostupa wynosi P. Sciana boczna nachylona jest do ptaszczyzny
podstawy pod katem « a kat pomiedzy przeciwlegtymi krawedziami bocznymi ma
miare 120°.

Cwiczenie 7 @
Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny o kacie ostrym «, w ktérym ramie
i krétsza podstawa majg dtugos$¢ a. Kazda krawedz boczna ostrostupa tworzy

z ptaszczyzna kat 5. Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Cwiczenie 8 @
Jedna z krawedzi bocznych ostrostupa, ktorego podstawg jest prostokat ma dtugosé b
i jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy. Najdtuzsza krawedz boczna ostrostupa
tworzy z podstawa kat o mierze «;, a z jedna z sasiednich krawedzi bocznych kat .

Wyznacz objetos¢ ostrostupa.



Dla nauczyciela

Autor: Grazyna Kietczykowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: ObjetosS¢ ostrostupa czworokatengo

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Zakres rozszerzony. Uczen:

1) zna i stosuje twierdzenie o prostej prostopadlej do ptaszczyznyi o trzech prostych
prostopadtych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

« oblicza objetos¢ ostrostupa czworokatnego
» wykorzystuje zaleznoSci pomiedzy odcinkami ostrostupa
» wykorzystuje trygonometrie w zadaniach

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

» metoda wedrujacych plakatow
o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda grupa uczniow miata
do dyspozycji komputer, najlepiej pracownia komputerowa; lekcje te mozna
przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg, w jaki sposob obliczali pole
ostrostupow czworokatnych.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach 4 osobowych pracuja metodg wedrujacych plakatow. Celem jest
podanie wzor6éw na objetosc¢ ostostupa, w zaleznosci od ksztaltu jego podstawy.
Rozpoczyna grupa wybrana losowo - zapisuje na plakacie przygotowany wczesniej
przyklad. Kolejna grupa dodaje swoj przykiad itd.

2. Uczniowie analizujg przyktady z sekcji ,,Przeczytaj"

3. Uczniowie w parach ogladaja animacje 3D i nastepnie omawiajg ja wraz z nauczycielem.

4. Uczniowie w parach rozwigzujg zadania interaktywne 1 - 6. Wspolnie omawiajg
odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Jako podsumowanie nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ¢wiczen
interaktywnych.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie wykonujg ¢wiczenia 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Objetosc¢ ostrostupa

Wskazowki metodyczne:

Przyklady zawarte w animacji 3D uczniowie moga wykorzystac jako materiat
powtorzeniowy przed sprawdzianem.
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