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Wiele skomplikowanych probleméw mozna rozwigza¢ przy pomocy uktadow rownan
liniowych. Dlatego juz starozytni docenili te metode¢. Pierwsze przyklady uktadow rownan
zapisanych na glinianych tabliczkach pismem klinowym pochodzg sprzed 3000 lat ze
starozytnej Babilonii. Jednak, gdy rozwigzanie zadania tekstowego wymaga uzycia uktadu
rownan, czesto okazuje si¢, ze najtrudniejsze nie jest wcale rozwigzanie uktadu rownan,

a rozpoznanie niewiadomych i zapisanie zalezno$ci pomiedzy nimi. W tym materiale
zaprezentujemy rozne przyklady zadan tekstowych, ktoére mozna rozwigza¢ przy pomocy
uktadow rownan.

Twoje cele

e Okreslisz niewiadome wystepujace w zadaniu tekstowym.
o Zapiszesz zaleznoSci pomiedzy niewiadomymi w postaci rownan.

e Rozwiazesz zadania tekstowe prowadzace do ukladow rownan.



Przeczytaj

Zacznijmy od prostych przyktadow zadan tekstowych prowadzacych do uktadow rownan.
Przyktad 1

Na podworku bawig sie kury i koty. W sumie jest 21 zwierzat, ktore razem majg 54 nogi.
Ile kotow bawi si¢ na podworku?

Rozwigzanie

Przystepujac do rozwiazania zadania tekstowego, najpierw zastanawiamy si¢, czego nie
wiemy. W naszym przykiadzie koncowe pytanie wskazuje na pierwsza niewiadoma: ile
kotow bawi sie na podworku? Oznaczmy wiec przez z liczbe kotow. Skoro liczba kotow
jest pierwsza niewiadomag, to drugg niewiadoma jest liczba kur. Oznaczmy ja przez y.

Pierwsza informacja ptynaca z tresci zadania, to ze tgczna liczba zwierzat jest rowna 21.
Mozemy wigc utozy¢ pierwsza zalezno$c:

x+y=21
Druga informacja dotyczy tgcznejliczby nog, liczba ta jest rowna 54.

Kazdy kot ma cztery tapy, wiec koty maja w sumie 4z ,nog”, a kazda kura biega na dwoch
nogach, wiec kury majg w sumie 2y nog.

Teraz mozemy juz zapisa¢ druggq zaleznosc:
4o 4 2y = 54.

Pozostato juz tylko zapisa¢ uktad rownan i go rozwigzac.

z+y=21
dx + 2y = 54

Uzyjemy metody przeciwnych wspotczynnikow i pomnozymy pierwsze rownanie
stronami przez (—2).

z+y=21]-(-2)
dx 4 2y = 54

—2x — 2y = —42
4o 4 2y = 54

Gdy dodamy do siebie pierwsze i drugie rownanie, to wyeliminujemy zmienng y
i otrzymamy réwnanie z jedng niewiadoma:
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2z = 12,

ktorego rozwigzaniem jest z = 6. Teraz podstawiamy do pierwszego roOwnania w miejsce
x liczbe 6 i otrzymamy rownanie 6 + y = 21, ktoérego rozwigzaniem jest y = 15.

Sprawdzmy nasz wynik: 6 kotow i 15 kur to fgcznie 21 zwierzat, ktoére majg
6-4+415-2 = 24 4 30 = 54 nogi. Wszystko si¢ zgadza, wiec mozemy juz sformutowac
odpowiedz:

Na podworku bawi sie 6 kotow i 15 kur.

Wzorujac sie na powyzszym przyktadzie, rozwigzujgc zadnie tekstowe mozemy postepowac
wedtug schematu:

1. Ustalamy, ktére wielko$ci wymienione w tres$ci zadania nie s3 znane. Moze nam w tym
pomoc pytanie na koncu zadania.

2. Oznaczamy nieznane wielkosci — niewiadome - matymi literami alfabetu, np. z, v, 2, a,
b,...

3. Probujemy przedstawione w zadaniu informacje zapisane ,stownie” przedstawic
w postaci wyrazen algebraicznych zawierajgcych nazwy niewiadomych
z poprzedniego kroku.

4. Z wyrazen algebraicznych utozonych w poprzednim kroku tworzymy uktad rownan.

5. Rozwigzujemy uktad rownan jedng ze znanych metod, np. metodg podstawiania lub
przeciwnych wspotczynnikow.

6. Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie odpowiada tresci zadania.
7. Formulujemy odpowiedz do zadania.

Czesto w utozeniu zaleznosci pomiedzy niewiadomymi przydatny jest rysunek pomocniczy.
Zapoznajmy si¢ z kolejnym przykitadem.
Przyktad 2

Ola i Kuba znalezli na strychu stary cylinder. Gdy Kuba zatozy! cylinder, to byt 0 36 cm
wyzszy od Oli. Gdy Ola wlozyta cylinder, byta wyzsza od Kuby o0 8 cm. Ile centymetrow
wysokosci miat znaleziony przez nich cylinder?

Rozwigzanie

1. Po przeczytaniu pytania koncowego, wiemy juz na pewno, ze jedna z niewiadomych
jest wysokos¢ cylindra. Nie znamy takze wzrostu Oli i Kuby.

2. Oznaczmy przez £ wysokosS¢ cylindra, przez y wzrost Kuby, a przez z wzrost Oli.
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3. Szukamy informaciji w tresci zadania, analizujgc zdanie po zdaniu:

o OlaiKuba znalezli na strychu stary cylinder. Ta informacja nie przyda nam
sie przy rozwiazaniu.

o Gdy Kuba zatozyt cylinder, to byt 0 36 cm wyzszy od Oli. To zdanie zawiera
pierwsza informacje, ktora mozemy zapisa¢ w formie rownania:
y+x=z+ 36.

o Gdy Ola wtlozyta cylinder, byta wyzsza od Kuby 0 8 cm. Druga informacja,

z ktorej mozemy utozy¢ réwnanie:
z+zxz=y+8.

o lle centymetréw wysoko$ci miat znaleziony przez nich cylinder? To juz jest
tylko pytanie, ktore nie zawiera zadnej informaciji.

W tej chwili mamy trzy niewiadome, a tylko dwa réwnania. Zastanéwmy sie,
czy wszystkie niewiadome s3 nam potrzebne. Zrobmy rysunek pomocniczy
i sprobujmy co$ zauwazyc.

Analizujgc powyzszy rysunek, zwré¢my uwage na fakt, ze tak naprawde nie
musimy zna¢ wzrostu Oli i Kuby. Wystarczy, ze bedziemy wiedzie¢, o ile
centymetréw Kuba jest wyzszy od Oli. Wiec wracamy do Punktu 2
i oznaczamy przez y réznice wzrostu Kuby i Oli.

2. Oznaczmy przez x wysoko$c¢ cylindra, przez y roéznice wzrostu Kuby i Oli.

Teraz musimy zapisa¢ nowe réwnania w punkcie trzecim.
3. Zamiasty + = z + 36, bedzie x + y = 36. Kuba jest wyzszy od Olioy cm
plus dodatkowe z cm cylindra.

Zamiast z + x = y + 8, bedzie £ — y = 8. Ola w cylindrze jest tylko 0 8 cm
wyzsza od Kuby, wiec wysokos¢ cylindra przewyzsza roéznice wzrostu
pomiedzy Olg i Kubg 0 8 cm.



4. Zapiszmy uktad réwnan:
x+y=36
x—y=28

5. Sam uktlad jest bardzo prosty do rozwigzania. Wystarczy, ze dodamy do siebie
rownania stronami i otrzymamy
2z = 44, astad x = 22.
Potem podstawmy z = 22 do pierwszego roOwnania, a otrzymamy
22 4y = 36, wiec y = 14.

6. PoliczyliSmy, ze Kuba jest 0 14 cm wyzszy od Oli, a cylinder ma 22 cm wysokoSci.
W takim razie Kuba w cylindrze jest 0 36 cm wyzszy od Oli, a Ola w cylindrze jest o
8 cm wyzsza od Kuby.

7. Mozemy juz napisac ostateczng odpowiedz:

Cylinder ma 22 cm wysokosci.

Zapisujac uktad rownan liniowych w postaci

a1z + by =
ar + boy = ¢’

mozemy wyznaczyc¢ jego rozwigzanie, uzywajgc wzorow Cramera:

W = a1 by =a1-by—as-br

as bo

Jesli W jest rozne od zera, to uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie postaci

Y=w
gdzie:

c1 b

Wm: = C b2—62 b1
cy by
a ¢

Wy: — Qaj-Cy — Qg -Cy.
as Co

W kolejnych dwoch przyktadach przedstawimy ich zastosowanie.
Przyktad 3

Klasa III b pojechata na wycieczke do Krakowa wraz z trzema opiekunkami. W hotelu
zarezerwowano 13 pokoi. Wiadomo, ze dziewczynki umieszczono w pokojach
trzyosobowych, a chlopcow w pokojach dwuosobowych. Opiekunki rowniez zajety pokoj




trzyosobowy. Ile byto dziewczat, a ilu chlopcoéw w klasie III b, jesli wiadomo, ze cata klasa
III b liczy 28 0s6b?

Rozwigzanie
Niech x oznacza liczbe dziewczat, a y liczbe chltopcow.

Zapiszmy ukiad rownan:

T+y=28
24+1+4=13|-1

{:c+y:28
2+4=12|-6
T+y=28
2z + 3y =72
Obliczamy W:
11
W:‘ ‘:1-3—1-2:17&0.

2 3

Uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Obliczamy W, i W,

28 1
= =28-3—-1-72=12,
W. ‘72 3 8-3 7
1 28
= :1' 2_2'2 :1 .
W, ‘2 79 7 8 6
Rozwigzaniem ukladu sg liczby z = ?’V = % =12iy= % = % = 16.

Odpowiedz: w klasie byto 12 dziewczat i 16 chlopcow.
Przyktad 4

Pani Kasia miata w portfelu banknoty dziesi¢cioztotowe oraz banknoty
dwudziestozlotowe - w sumie 14 banknotéw. Gdy dotozyla do portfela jeszcze 80 zi, to
okazato sie, ze w portfelu ma juz 300 zt. lle banknotow dziesiecioztotowych, a ile
banknotow dwudziestoztotowych miala na poczatku w portfelu pani Kasia?

Rozwigzanie
x - liczba banknotow dziesiecioztotowych,
y - liczba banknotow dwudziestoztotowych.

Zapisujemy uktad rownan:



z+y=14
10z + 20y + 80 = 300 | — 80

r+y=14
10z + 20y = 220

Zastosujemy wzory Cramera. Obliczamy W:

1 1

W:‘lo 20

‘:1-20—1-10210.

W jest liczba r6zng od zera, wiec uklad ma doktadnie jedno rozwigzanie. Obliczamy W, i
W,.

14 1

W$—‘220 20—14-20—1-220—280—220—60.
1 14

Wy—‘lo 220—1-220—14-10—220—140—80.

Rozwigzaniem ukladu jest wiec para liczb:

— 60 _
{x106
_ 80 _

=71 =8

OdpowiedZ:

Pani Katarzyna na poczatku miata w portfelu 6 banknotéw dziesigecioztotowych i 8

banknotoéw dwudziestoztotowych.

W nastepnym przykladzie zaprezentujemy metode rozwigzywania ukladow rownan zwana
metoda podstawiania, ktéra polega na wyznaczeniu z jednego z rownan jednejniewiadome;j
i podstawieniu wyliczonej zaleznosci do drugiego rownania.

Przyktad 5

Tata jest o 28 lat starszy od swojego syna Kuby. SzeS¢ lat temu tata byt osiem razy starszy
od syna. Ile lat ma tata?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x obecny wiek Kuby, a przez y obecny wiek taty. Szes¢ lat temu Kuba
mial z — 6, a tata y — 6 lat. Zapiszmy uktad rownan:

y=1x+ 28
y—6=28-(z—6)

Zastosujemy metode podstawiania i do drugiego rownania w miejsce y wstawimy z + 28.
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Odpowiedz:

Kuba ma 10 lat, a tata 38.
Przyktad 6

Gdy Maciek miat tyle lat, co Artur ma teraz, to byt od niego o potowe starszy. Gdy Artur
bedzie miat tyle lat, co Maciek teraz, to Maciek bedzie miat 40 lat. Jaka jest roznica wieku
pomiedzy Mackiem, a Arturem?

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x obecny wiek Macka, a przez y obecny wiek Artura. Gdy Maciek miat y
lat, to byt o potowe starszy od Artura, a wiec Artur miat %y lat. Uporzadkujmy dane

w tabeli:
osoba przeszlosé terazniejszo$¢ przyszlos¢é
Maciek Y x 40
Artur % Y Y T

Zauwazmy, ze w kazdym okresie roznica wieku pomiedzy chtopcami zawsze jest taka
sama, a wiec rowna x — y. Zapiszmy uktad rownan:

—fy=z-y
40—z=z—y

T —y= 3y
2z —y =40

x—%y:O
2z —y =40


javascript:void(0);

Zastosujemy metode przeciwnych wspotczynnikoéw i pomnozmy pierwsze rownanie
stronami przez (—2):

{—2:0—#%7;:0
2z —y =40

Po dodaniu do siebie rownan stronami, otrzymamy:
§y=40]-3

— _ 4
y=24,z=3y=32

Odpowiedz:

Maciek ma 32 lata, a Artur 24, wiec Maciek jest o 8 lat starszy od Artura.

Wiele zadan tekstowych wymaga zastosowania uktadu rownan, ktore nie sg liniowe. Na
ogot w takich zadaniach wyznaczamy jedng ze zmiennych z jednego z rownan, a drugie
rownanie doprowadzamy do postaci rownania kwadratowego.

Przyktad 7

Na samochod ciezarowy zatadowano worki z ekogroszkiem, wazgce w sumie 2 tony oraz
worki z weglem, ktore tacznie wazyty dwa razy wiecej niz ekogroszek. Wszystkie worki

z ekogroszkiem wazyly tyle samo, a kazdy worek z weglem wazyt o 15 kg wiecejniz jeden
worek ekogroszku. lle wazylt jeden worek z ekogroszkiem, a ile z weglem, jesli wiadomo,
ze w sumie zaladowano na samochod ciezarowy 180 workow?

Rozwigzanie

Niech z oznacza wage jednego worka z ekogroszkiem (w kg), a y - liczbe workow
z ekogroszkiem. Wowczas x + 15 oznacza wage jednego worka z weglem, 180 — y liczbe
tych workow. Zapiszmy uktad réwnan:

z -y = 2000
(z +15) - (180 — y) = 4000

Poniewaz z jest liczbg dodatnig, wiec mozemy podzieli¢ pierwsze rownanie przez z,
a drugie przez x + 15:

y =28
180 —y = 3953

Gdy dodamy do siebie rownania stronami, otrzymamy réwnanie:

2000 4000 __ . x(z+15)
T + z+15 180 20 ’
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100z + 1500 + 200z = 9z(z + 15),

300z + 1500 = 9z* + 135z,

9z* — 165z — 1500 = 0 | : 3,

3x® — 55z — 500 = 0.

Obliczamy wyréznik tréjmianu:

A =552 —4-3-(—500) = 3025 + 6000 = 9025, VA =95
Rownanie ma dwa rozwigzania:

3312% <0,:132=556%95=25.

Po odrzuceniu ujemnego rozwigzania, ktore nie spetnia warunkow zadania,
otrzymujemy, ze z = 25,ay = 2300 = &0.

OdpowiedZ:

Jeden worek ekogroszku wazyt 25 kg, a jeden worek wegla wazyt 40 kg.

Stownik

uktad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi

uktadem dwoch rownan liniowych z dwiema niewiadomymi x, y nazywamy kazdy uktad
rownan, ktory da si¢ doprowadzi¢ do postaci:

a1z + by = ¢
as T + bgy = Cy
metoda podstawiania

nazywamy tak metode rozwigzywania uktadow dwoch réwnan liniowych z dwiema
niewiadomymi, w ktorej z jednego z rownan wyznaczamy jedng z niewiadomych

i podstawiamy do drugiego rownania wyznaczone wyrazenie (w miejsce tej zmiennej).
Otrzymane w ten sposob drugie rownanie jest rownaniem z jedng niewiadoma.
metoda przeciwnych wspétczynnikéw

nazywamy tak metode rozwigzywania uktadow dwoch rownan liniowych z dwiema
niewiadomymi, w ktorej mnozymy obydwa (lub jedno z rownan) stronami przez takie
liczby, aby przy jednejz niewiadomych otrzymac¢ przeciwne wspotczynniki; wowczas po
dodaniu do siebie réwnan stronami jedna ze zmiennych sie redukuje, a do rozwigzania
pozostaje rownanie z jedng niewiadomg

wzory Cramera - metoda wyznacznikéw




niech dany bedzie uktad rownan

a1+ by =c
asT + by = ¢y

oznaczmy przez W wyznacznik gtowny:

jesli wyznacznik gtowny W jest rozny od zera, to uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie

postaci
Lo
y=
gdzie:
W, = 2 Z; =ci-bp—cy-by
Wy: Z; Z: = ai;-C—as-C




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg animacja, a nastepnie sprobuj rozwigzad zadania, przedstawione

w poleceniach.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DaEegrcU3

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej analizy zadania tekstowego.

Polecenie 2

Pan Wojciech kupit 20 wkretéw - walcowych i kulistych, za ktére zaptacit 47, 70 zi, przy czym
wszystkie wkrety walcowe kosztowaty 12, 60 zt. Jaka byta cena jednego wkreta walcowego,
jesli cena wkreta kulistego byta o 50% wieksza niz cena wkreta walcowego?

Polecenie 3

Magda na swoje przyjecie urodzinowe zaméwita 12 pizz: kilka hawajskich i farmerskich.
Zaptacita 135 zt za wszystkie pizze hawajskie oraz 150 zt za farmerskie, przy czym jedna pizza
farmerska byta o 2, 50 zt drozsza od pizzy hawajskiej. Ktérych pizz wiecej zaméwita Magda:
hawajskich, czy farmerskich?
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Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 o
Cwiczenie 4 O

Gdy wlano pewng ilos¢ wody do metalowego zbiornika, to tak napetniony zbiornik byt
o 13 kg ciezszy od pustego zbiornika plastikowego. Gdyby tg samg ilo$¢ wody wlano
do plastikowego zbiornika, to bytby on o 5 kg Izejszy od pustego zbiornika

metalowego. lle wazyta woda wlana do metalowego zbiornika?

Cwiczenie 5 O

W pewne;j firmie jest 49 pracownikéw. Stosunek liczby mezczyzn do liczby kobiet

zatrudnionych w tej firmie wynosi 5 : 2. lle kobiet pracuje w tej firmie?

Cwiczenie 6 O
Magda i Tomek zbierajg magnesy. Gdyby Tomek oddat Magdzie trzy swoje magnesy, to
Magda miataby ich dwa razy wiecej niz Tomek. Jesli jednak Magda oddataby Tomkowi

siedem swoich magnesow, to mieliby ich po rowno. lle magneséw ma kazde z nich?

Cwiczenie 7 @
Asia upiekta pierniczki i ciasteczka maslane. Chce przygotowac z nich paczuszki dla
swoich przyjaciot. Jesli bedzie pakowac pierniczki po trzy sztuki, a ciasteczka maslane
po cztery sztuki, to paczuszek z pierniczkami bedzie dwa razy wiecej niz paczuszek

z ciasteczkami maslanymi. Jesli jednak pierniczki bedzie pakowac po dwie sztuki,

a ciasteczka maslane po trzy sztuki, to paczuszek z pierniczkami bedzie o 10 wiecej niz
paczuszek z ciasteczkami maslanymi. lle pierniczkéw i ile ciasteczek maslanych upiekta
Asia?




Cwiczenie 8 O
Stu osiemdziesieciu uczestnikdw obozu harcerskiego podzielono na rownoliczne
druzyny. Gdyby druzyn byto o sze$¢ wiecej, to w kazdej z nich bytoby o pieciu harcerzy
mniej. llu harcerzy liczyta jedna druzyna?
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sie”. Po zakonczeniu kazdego ¢wiczenia sprawdzane s3a rozwigzania na forum klasy.

. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Kazda grupa uktada tres¢ zadania do uktadu rownan

z ¢wiczenia 4 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

. Uczniowie w parach wykonujg pozostate ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz sie”



Faza podsumowujaca:
e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

Zadaniem kazdego z uczniow jest ulozenie i rozwigzanie 3 zadan tekstowych pokazujgcych
zastosowanie uktadow rownan.

Materialy pomocnicze:
e Rozwigzywanie rownan kwadratowych réznymi metodami
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel przez zajeciami powinien si¢ upewnic¢, ze uczniowie znaja metody
rozwigzywania uktadow rownan.

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach pokazujgcych sposob rozwigzywania problemow
prowadzacych do przeksztalcania wyrazen wymiernych.
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