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Poznate$ juz podstawowe wlasnosci funkcji y = cos z zwigzane z obliczaniem wartosci tej
funkciji; s to wzory redukcyjne. W tej lekcji zastosujemy je do konstrukcji wykresu funkcji
Yy = cos z oraz opisu jej pozostatych wiasnosci.

Twoje cele

o Nauczysz sie rysowac wykres funkcji y = cos x oraz opisywac jej wlasnosci.
» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ wykres funkcji y = cos z do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Te lekcje rozpoczniemy od konstrukcji wykresu funkcji y = cos z, gdzie x € R.

W tym celu wykorzystamy wzor redukcyjny: cos ¢ = — sin(% — a:) = sin (a: — 3—2”), ktory
jest prawdziwy dla dowolnejliczby z € R.
RO6wnos¢ cos x = sin (:c — 32—”) oznacza, ze aby otrzymac wykres funkcji y = cos x wystarczy

przesung¢ wykres funkcji y = sin o wektor W = [% , 0} .

Zobacz na ponizszym rysunku, jak w wyniku przesuniecia z wykresu funkcji y = sinx

powstaje wykres funkcji y = cos x.

Twierdzenie: o wtasnosciach funkcji cosinus

Na podstawie wlasnosci funkcji sinus oraz obserwacji wykresu funkcji cosinus mozemy
opisac wszystkie wlasnosci funkcji y = cos x.

1. Funkcja cosinus jest funkcja okresowg o okresie zasadniczym 1" = 27, gdyz dla
kazdejliczby z € R zachodzi réwnoé¢ cos(x + 27) = cos .

2. Funkcja cosinus jest funkcja parzystg, gdyz dla kazdego x € R zachodzi rownos¢
cos(—z) = cos .

3. Zbiorem wartos$ci funkcji cosinus jest przedziat (—1, 1).

4. Wartos$¢ najwieksza rowna 1 funkcja cosinus osigga dla argumentow: z = 2k, gdzie
ke Z.

5. Warto$¢ najmniejszg rowng (—1) funkcja osigga dla argumentow: x = 7 + 2k, gdzie
ke Z.




6. Miejscami zerowymi funkcji cosinus sg argumenty: z = 4 + km, gdzie k € Z.
7. Funkcja jest rosngca w przedziatach: (—m + 2k, 2kn), gdzie k € Z.

8. Funkcja jest malejgca w przedziatach: (2km, w + 2km), gdzie k € Z.

Opiszmy wlasnosci geometryczne wykresu funkcji cosinus:

Twierdzenie: o wtasnosciach geometrycznych wykresu funkcji cosinus

1. Osia symetrii wykresu funkcji cosinus jest kazda prosta o rownaniu = km, gdzie
ke Z.

2. Srodkiem symetrii wykresu funkciji cosinus jest kazdy punkt o wspotrzednych
(% + km,0), gdzie k € Z.

Dowad

1. Aby udowodni¢ te wiasno$¢ skorzystamy z nastepujacej faktu dotyczacego osi symetrii
wykresu funkcji:

Prosta = a jest osig symetrii wykresu funkcji y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnejliczby z z dziedziny zachodzi rownos¢ f(z) = f(2a — z).

Zatem w przypadku funkcji cosinus chcemy wykazac, ze dla dowolnejliczby z € R
zachodzi rowno$¢: cos x = cos(2km — ).

Najpierw skorzystamy z zaleznosci cos(—x) = cos z. Zatem
cos(2km — x) = cos(z — 2km)

a nastepnie wykorzystamy okresowos¢ funkcji cosinus:
cos(z — 2km) = cos .

Ostatecznie otrzymujemy:

cos(2km — x) = cos(x — 2km) = cosz,

co konczy dowod.

2. Aby udowodnic¢ te wlasnos¢ skorzystamy z nastepujgcego warunku istnienia Srodka
symetrii wykresu funkciji:

Punkt o wspoétrzednych (a, b) jest sSrodkiem symetrii wykresu funkcji y = f(z) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnejliczby  z dziedziny zachodzi rownos¢:

2b — f(z) = f(2a — z).
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Zatem musimy sprawdzi¢, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x zachodzi réwnos$¢:
2-0—coszx :cos(2- (% +k7r) —:c).

czyli

—cosz = cos(m + 2km — ).

Najpierw skorzystamy z okresowosci funkcji cosinus: cos(m + 2km — x) = cos(mw — z),
a nastepnie ze wzoru redukcyjnego: cos(m — z) = — cos(x).

Zatem mamy:
cos(2- ( + km) — x) = cos(m + 2kr — ) = cos(m — ) = — cos(z),

co konczy dowod.

Przyktad 1
Podamy okres zasadniczy funkciji:
l.y=3coszx
2.y = cos4zx
3.y = |cos x|
4.y = cos(z + 2)
Rozwigzanie:
1. Okresem zasadniczym funkcji y = 3 cos z jest T' = 2, gdyz 3 cos(2m + x) = 3 cos z.

2. Okresem zasadniczym funkcji y = cos4x jest T = 5, gdyz
cos4(% + z) = cos(2m + 4z) = cos 4.

3. Okresem zasadniczym funkcji y = |cos z| jest T = 7, gdyz
|cos(m + x)| = |— cosz| = |cos z|.

4. Okresem zasadniczym funkcji y = cos(x + 2) jest T' = 2, gdyz
cos((2m + ) + 2) = cos(2m + = + 2) = cos(z + 2).

Przyktad 2
Podamy miejsca zerowe funkciji:

l.y=3coszx



2.y = cos4zx

3.y = |cos x|

4.y = cos(z + 2)
Rozwigzanie:

1. Rébwnanie 3 cos ¢ = 0 ma takie same rozwigzania jak rownanie cos z = 0, a zatem
miejscami zerowymi funkcji y = 3cosz sg: x = 4 + km, gdzie k € Z.

2. Rozwigzaniami réwnania cos 4z = 0 s3 wszystkie liczby z, dla ktérych 4z = % + km,

czyliz = ¢ + %,gdziek € L.

3. Rownanie |cos x| = 0 ma takie same rozwigzania jak rownanie cos z = 0, a zatem
miejscami zerowymi funkcji y = [cos | s3: x = & + km, gdzie k € Z.

4. Rozwigzaniami réwnania cos(z + 2) = 0 sg wszystkie liczby x + 2 = T + km, czyli
r =5 — 2+ km, gdzie k € Z.

Przyktad 3

Ktora wartosc¢ jest wieksza: cos (— %) CZy COS g—g ?

Rozwigzanie:
Korzystajac z parzystoci funkcji cosinus mamy: cos(— ) = cos §.

Zauwazmy, ze 5 € <0, §> oraz ‘z—g € <0, §> Ponadto 5 > g—g Poniewaz funkcja cosinus

w przedziale <0, 5 > jest malejaca, zatem cos § < €Os g—g

Przyktad 4
Podamy zbiory warto$ci funkcji:
L.y=2cos(z —1)
2.y =3|cos(2z + 1)| + 2
Rozwigzanie:

1. Poniewaz liczba  — 1 jest dowolng liczbg rzeczywistg, zatem zbiorem wartosci
funkcji y = cos(z — 1) jest przedziat (—1, 1). Wobec tego zbiorem warto$ci funkcji
y = 2cos(z — 1) jest przedziat (—2, 2).

2. Poniewaz liczba 2z 4+ 1 jest dowolnag liczbg rzeczywistg, zatem zbiorem wartosci
funkcji y = cos(2z + 1) jest przedzial (—1, 1). Wobec tego zbiorem wartosci funkci



y = |cos(2z + 1)| jest przedziat (0, 1). W konsekwencji zbiorem wartosci funkcji
y = 3|cos(2z + 1)| + 2 jest przedziatl (2, 5).

Stownik

o$ symetrii wykresu funkcji

prosta x = a jest osig symetrii wykresu funkcji y = f(x) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnejliczby x z dziedziny zachodzi rownos¢ f(z) = f(2a — z)

srodek symetrii wykresu funkcji

punkt o wspotrzednych (a, b) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji y = f(z) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnejliczby = z dziedziny zachodzi rownos¢

2 — f(z) = f(2a - x)




Aplet

Juz wiesz, ze funkcja y = cos azx, gdzie a jest liczbg rzeczywistg r6zna od 0, jest funkcjg
okresowa. Jej okres zasadniczy jest rowny T' = % .
Wynika to z dwoch faktow:

1. cos (a(:c + 27:)) = cos(ax + 27m) = cos ax, czyli liczba 2(1—” jest okresem funkcji

Yy = cos az,

2. jezeli liczba t ma takg wlasno$¢, ze 0 < t < % to

cos(a(z +t)) = cos(ax + at) # cos ax, gdyz okresem zasadniczym funkcji cosinus jest
liczba 27, ktora jest wigksza od liczby at, poniewaz 0 < t < % .

. 27 . .
Zatem liczba T' = =* jest okresem zasadniczym y = cos az.

Polecenie 1
Czy funkcja y = cos ax + cos bx jest okresowa, gdzie a, b # 07? Jaki jest jej okres zasadniczy?

Obejrzyj ponizsza symulacje interaktywng i sprébuj postawic hipoteze dla liczb a, b € Z.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DCbaizDaR


https://zpe.gov.pl/a/DCbaizDaR

Polecenie 2

Uzasadnij, ze okresem zasadniczym funkcji y = cos 3z + cos 2z jest T' = 2.

Polecenie 3

Uzasadnij, ze y = cos ax + cos bz, gdzie a, b € N jest funkcja okresowa i podaj jej okres
zasadniczy.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Najmniejsza wartoscia funkcji y = —2 cos (3:c — %) jest:
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O 3

Cwiczenie 2

Potacz w pary funkcje i zbiér jej miejsc zerowych.

Yy = cos 2x
y = 3|cos z|
Yy = —2cos 3z
y = cos? 4z

t=2 4 £ odziek e Z
x:%—l—%,gdziekEZ
w:%—l—%,gdziekEZ

T =5 + km gdziek € Z



Cwiczenie 3

Uporzadkuj od najwiekszej do najmniejszej wartosci.
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Cwiczenie 4

Wskaz funkcje, ktérych okresem jest liczba T = .

y = cos(bx + 1)

Y = c0s 3T + cos b

Yy = cos 2z

y = cos4x + cos 6z
y=|2cos(z —2)| -1

y=3cosx + 2

o o 0o o o 0O O

y=3cos(2z +1) — 8
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Cwiczenie 5

Potacz w pary funkcje i jej zbior wartosci.

Y= T (=3,-1)
Y= cos3a:—% + 2 <—%,—%>
y=2cos’x — 2 (—2,0)
y = cos(3z — 5) — 2 (2,4)

Cwiczenie 6
Zaznacz wszystkie liczby dodatnie.
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Cwiczenie 7 @

Uzasadnij, ze prosta o rownaniu = % + 7 jest osig symetrii wykresu y = 5 cos(3 — x) — 2.



Cwiczenie 8

Uzasadnij, ze punkt o wspétrzednych (?—g, 1) jest srodkiem symetrii wykresu funkcji
Yy = cos(3a: — %) + 1.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykres i wlasno$ci funkcji cosinus

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

Zakres rozszerzony 2) postuguje sie wykresami funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus,
tangens;

Zakres rozszerzony 3) wykorzystuje okresowosc¢ funkcji trygonometrycznych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 rysuje wykres funkcji y = cos z oraz opisuje jej wlasnosci;
« analizuje i wykorzystuje wykres funkcji y = cos z do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
» wyktad;
o dyskusja.



Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z zagadnieniami, ktore bedg poruszane
podczas lekciji.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi wybrang osobe o odczytanie tematu lekcji tj. ,Wykres i wlasnosci
funkciji cosinus”, a nastepnie okresla cele i kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel wyswietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”, czyta tres¢ polecenia nr 1 - ,Czy funkcja
y = cos ax + cos bz jest okresowa, gdzie a, b # 0? Jaki jest jej okres zasadniczy?
Obejrzyj ponizsza symulacje interaktywng i sprobuj postawi¢ hipoteze dlaliczb a, b € Z
". Po zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane
Z jego niezrozumieniem.

2. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2.

3. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonujg indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly dokonczone na
zajeciach.



» Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Aplet” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace analizy
problemu w temacie ,Wykres i wiasnosci funkciji cosinus”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

