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Przyktady ciagéw liczbowych skonczonych
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Zrédto: Simon Basler, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Zapewne pami¢tasz jeszcze wyliczanki towarzyszgce w dziecinstwie nauce liczenia, czy
jezykow obcych.

(( Raz, dwa, trzy,
Pan Bogdan ma dwa psy.
Cztery, piec, szesc,
Te psy lubig koSci jesc.
Siedem, osiem, dziewiec
Kot siedzi na drzewie.
Dziesie¢, jedenascie, dwanascie,

Zaraz pies kota gonic¢ zacznie.



Raz, dwa, trzy
Koty lubig psy.

Cztery, piec, szesc,

W tym materiale bedziemy postepowac troche tak, jak w tych wyliczankach. Czyli zajmiemy
sie ciggami skonczonymi. A wiec takimi, ktorych wlasnosci mozna okresla¢ dla wyrazow
ustawionych ,,od poczatku” albo ,,od konca”.

Z ciggami skonczonymi spotykamy sie niemal codziennie. Wyrazami takich ciggéw moga
by¢ liczby oznaczajgce kolejne dni tygodnia, liczby oznaczajace kolejne miesigce, czy
godziny.

W matematyce ciagi skonczone majg mniejsze znaczenie niz w zyciu codziennym, bo
matematycy nie lubig ograniczen i starajg si¢, aby odkryte zaleznosci natychmiast
uogolniac.

Twoje cele

o Okreslisz wyrazy danych ciggow liczbowych skonczonych.
o Odkryjesz wtasnosci ciggow liczbowych znanych z historii matematyki.
e Zapiszesz wzor ogolny danego ciggu.




Przeczytaj

W tym materiale bedziemy rozpatrywac ciagi liczbowe skonczone, czyli ciggi okreslone
w pewnym podzbiorze zbioru liczb naturalnych.

Definicja: Ciag liczbowy

Cigg, w ktorym wyrazy sa liczbami, nazywamy ciagiem liczbowym.

Definicja: Ciag skonczony

Ciggiem skonczonym nazywamy funkcje okresélong na zbiorze {1, 2, 3, ..., n}.
Przyktad 1

Rozwazmy ciag (a,,), ktérego wyrazy sg liczbami k-cyfrowymi rownymi sumie k-tych
poteg swoich cyfr.

Wyrazami tego ciggu sg na przyktad liczby:
153 = 1% + 5% 4 33

3710=3*+7+0°

371 =3 +7+1°

1634 = 1* + 6* + 3* + 4*

9474 = 9% 4+ 4% 1 74 1 44

BATAS = 5° 4 4% + 7° 4+ 4° + 8°

9926315 = 97 4+ 97 + 27 + 6" + 37 + 17 + 57
Liczby te zwane s3 liczbami narcystycznymi.

Okazuje sie, ze istniejg doktadnie cztery liczby 3—narcystyczne, trzy liczby 4-
narcystyczne, trzy liczby 5-narcystyczne.

Wyrazy ciggu (a,,) spetniajg warunek
10F! <a, <k-9~

Poniewaz 107! > k- 9% dla k > 61, to stwierdzamy, ze liczb narcystycznych jest
skonczona ilosc.

Mozna udowodni¢, ze ciag (a,), jest tylko 88-wyrazowy.



Wdzigecznym tematem do tworzenia skonczonych ciggéw liczbowych, sg ciagi sktadajace
sie z liczb pierwszych o okreslonych wlasnosciach. Przy czym niektore z tych ciggow,
uwazane dzisiaj za skonczone, mogg, w miare postepu badan nad tymi liczbami, okazac¢ sie
nieskonczone.

Przyktad 2

Przyktady ciggow liczb pierwszych, ktorych pierwszym wyrazem jest 3.
(3, 7, 11) - ciag, w ktorym rdéznica miedzy wyrazami jest rowna 4,

(3, 11, 19) - cigg, w ktorym réznica miedzy wyrazami jest rowna 8,

(3, 23, 43) - cigg, w ktérym roznica miedzy wyrazami jest rowna 20.
Przyktad 3

Rozwazmy cigg liczb pierwszych, mniejszych od 100, postaci 4k + 1.
Kilka poczatkowych wyrazow tego ciggu:

5,13,17,29,37,41,73, 89

Kazda z takich liczb jest sumg kwadratow dwoch liczb naturalnych.

5 =12 4 22
13 = 2% + 32
17 = 1% 4 42
29 = 2% + 52
37 =12 + 62
41 = 4% + 52
73 = 3% + 82
89 = 5% + 82

Skonczone ciagi liczbowe mozna tworzy¢, wykorzystujac ciekawe wilasnosci liczb
rzeczywistych.

Przyktad 4
Niech a bedzie okresem utamka %

1 —0,142857142857... = 0, (142857)



javascript:void(0);

a = 142857

Rozwazmy szeSciowyrazowy ciag (a, ) wielokrotnosci liczby a.
a; = 142857 - 1 = 142857

as = 142857 - 5 = 714285

a3 = 142857 - 4 = 571428

ay = 142857 - 6 = 857142

as = 142857 - 2 = 285714

ag = 142857 - 3 = 428571

Kazdy wyraz tego ciggu sktada si¢ z tych samych cyfr co liczba a. Cyfra 1 w zapisie
dziesietnym kolejnych wyrazow ciggu jest kolejno cyfrg setek tysiecy, dziesigtek tysiecy,
jednosci tysiecy, itd.

Zaobserwujmy inng ciekawg wiasno$¢ wyrazow ciagu (ay,).

Dodajemy odpowiednio pogrupowane cyfry pierwszego wyrazu ciggu, mnozymy
pierwszy wyraz przez 7.

1+4424+8+54+7=2T=24+7=9

14 + 28 + 57 =99

142 + 857 = 999

142857 - 7 = 999999

Wryniki kolejnych dziatan, to liczby, w ktorych kazda cyfra jest rowna 9.
Przyktad 5

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = 3" — 1.

Poczatkowe wyrazy ciggu:

0,1:2
0,2:8
0,3:26

a4:80



Zauwazmy, ze kazdy wyraz tego ciggu jest liczbg parzysta. Zatem tylko pierwszy wyraz
ciggu jest liczba pierwsza.

W przedziale (1, 500) istnieje tylko dziesie¢ liczb naturalnych n takich, ze lustrzane
odbicie liczby a,, jest liczbg pierwsza. S to liczby:

1,6,27,43,53, 61, 64, 174, 216, 268
Na przyktad:
ag=3"-1=729-1="128

Liczba lustrzana to 827 - jest to liczba pierwsza.

Tylko jedna liczba a,, jest potega liczby naturalnej, jest to liczba 3% — 1.

Ciagi liczbowe, szczegolnie te, ktorych wyrazy sa liczbami naturalnymi, majg zastosowanie
tez w obliczeniach geometrycznych.

Przyktad 6

Trojkat Herona, to taki trojkat, ktorego dlugosci bokow, obwod i pole wyrazaja si¢
liczbami catkowitymi.

Kazdy trojkat pitagorejski jest trojkatem Herona. Przyktadem trojkata Herona, ktory nie
jest trojkatem prostokatnym, jest trojkat o bokach 5, 5, 6, ktorego pole jest rowne 12.
Trojkat ten bowiem powstat z dwoch trojkatow pitagorejskich o bokach dtugosci 3, 4, 5
i wspolnym boku dtugosci 4.

Przyktady trojwyrazowych ciggow, ktorych wyrazy sa dlugosciami bokow trojkata Herona.
(5, 4, 3) - obwdd tréjkata 12, pole trojkata 6,

(5, 8, 5) — obwdd tréjkata 18, pole trojkata 12,

(13, 12, 5) - obwod trojkata 30, pole trojkata 30,

(13, 13, 10) - obwad trojkata 36, pole trojkata 60,

(15, 14, 13) - obwdd trojkata 42, pole trojkata 84.

Przyktad 7

Cigg czworek pitagorejskich, to ciag, ktorego wyrazami s3 takie liczby catkowite
a,bc d zea®+ b+ =d°.

Geometrycznie mozna zinterpretowac liczby a, b, ¢, jako dtugosci bokow
prostopadlo$cianu, ktorego przekatna ma dtugosc d.




Wzor opisujacy czworki pitagorejskie jest analogiczny do wzoru na stozek Swietlny,
ktorym postuguja sie fizycy. Przy okazji przypomnienie - stozek Swietlny danego punktu
czasoprzestrzeni, to zbior punktoéw czasoprzestrzeni, ktorych odleglos¢
czasoprzestrzenna od tego punktu wynosi zero.

Przyklady ciggow, ktorych wyrazy sg czworkami pitagorejskimi.
(2,3, 6,7);(4,4, 7,9); (6,6, 7,11)

(2, 10, 11, 15); (4, 13, 16, 21); (2, 10, 25, 27)

(10, 10, 23, 27); (3, 16, 24, 29); (4, 5, 20, 21)

Stownik

ciag skonczony

ciggiem skonczonym nazywamy funkcje okreélong na zbiorze {1, 2, 3, ..., n}



Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng pokazujaca, jak teoria liczb wigze sie z obliczeniami

geometrycznymi.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DrjkGnl7Q

Polecenie 2

Uzasadnij, ze nie istnieje szeScian bedacy cegta Eulera.


https://zpe.gov.pl/a/DrjkGnJ7Q

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazy trzywyrazowego ciagu (3, k, 31) sa liczbami
pierwszymi. R6znica miedzy kolejnymi wyrazami jest stata. Liczba k jest rowna:

17

11

o O O

19

O 23

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wyrazy trzywyrazowego ciggu (k, t, 43) sg liczbami
pierwszymi. Réznica miedzy kolejnymi wyrazami jest réwna 6. Zatem:

O k+t=28
O k+t=143
O k+t=59
O k+t=068




Cwiczenie 3

Liczby 407, 8208, 93084 to liczby narcystyczne. Uzupetnij sumy, wpisujgc odpowiednie liczby.

407 = 43 + 0%+ P

8208 = 8"+ tot st
93084 = P +3%+0° 485 4 4°
Cwiczenie 4

Istnieje doktadnie pie¢ trojkatéw Herona, takich, ze ich pola sg réwne ich obwodom.
W pierwszej kolumnie podano dtugosci dwéch bokéw z kazdej trojki. Potacz te boki
z odpowiadajaca dtugoscia trzeciego boku.

15, 20 7
6, 29 8
6, 10 g
5,12 13

10, 17 25



Cwiczenie 5
Zaznacz, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe

Prawda Fatsz

Nie ma trojkatow Herona,
ktérych dtugosci bokéw O O
tworza ciagg geometryczny.

Pole tréjkata Herona jest
zawsze liczba niepodzielng O O
przez 6.

Istnieja doktadnie dwa
tréjkaty Herona, ktore sa O O
rownoboczne.

Nie ma trojkata Herona,
ktérego jeden z bokéw ma O O
dtugosc 1 lub 2.

Obwdéd trojkata Herona jest O O
zawsze liczba parzysta.

Cwiczenie 6

Wyrazy podanych ciggdéw to dtugosci bokdw prostopadtoscianow, ktérych przekatne
wyrazone sg liczbami catkowitymi. Uzupetnij zapisy, przyporzadkowujac kazdej trojce
odpowiednig dtugos$¢ przekatnej. Przeciggnij odpowiednia liczbe.

ESIE) BN EENNED

Cwiczenie 7 @

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdlnym a,, = 4" — 3". Znajdz dwie liczby pierwsze, bedace
wyrazami tego ciagu.



Cwiczenie 8 @

Wyrazy ciagéw (1, 25, 49); (9, 225, 441); (25, 625, 1225); (49, 1225, 2401) tworzone s3
wedtug tej samej reguty. Odkryj te regute wiedzac, ze wyrazy ciagéw (1, 25, 36);
(25, 81, 100) nie spetniaja tej reguty.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przyklady ciagow liczbowych skonczonych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wyrazy danych ciggow liczbowych skonczonych

» odkrywa wlasnosci ciggow liczbowych znanych z historii matematyki
 zapisuje wzor og6lny danego ciggu

» bazuje na analogiach, tworzgc nowe ciggi liczbowe i okreslajac ich wlasnosci

Strategie nauczania:
» konstruktywizm

Metody i techniki nauczania:

» pytajnik



 technika poréwnan binarnych
« analiza morfologiczna

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metoda pytajnika powtarzajg wiadomosci na temat ciggow - jeden
z uczniow zadaje pytania i wskazuje ucznia, ktory ma na te pytania odpowiedziec.
Nauczyciel ewentualnie koryguje odpowiedzi.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach technikg porownan binarnych ustalajg podobienstwa i roznice
miedzy ciggiem skonczonym a nieskonczonym.

2. Grupy zapoznaja si¢ z materiatami z sekcji ,Przeczytaj’ i z materiatami zawartymi
w ,Prezentacja multimedialna”

3. Uczniowie pracuja w grupach metodg analizy morfologicznej - formutuja wzorcowe
problemy dotyczace ciggow skonczonych (np. czy w kazdym przypadku mozna zapisac
wzOr ogolny ciggu).

Nastepnie opracowujg modelowy sposob rozwigzania problemu. W koncowej fazie
rozszerzaja problem, poszukujgc nowych rozwigzan i mozliwosci.

4. Prezentacja pracy grup — wspolne zapisanie problemow zwigzanych z ciggami
i modelowe (jesli to mozliwe) ich rozwiazanie.

5. Uczniowie w parach wykonujg 3 dowolne z zaproponowanych ¢wiczen
interaktywnych.

Faza podsumowujaca:
1. Liderzy grup przedstawiajg najwazniejsze elementy, jakie byly omawiane w trakcie
lekcij.
2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.



Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty
wykonane podczas lekcij.

Materialy pomocnicze:
Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Prezentacje¢ multimedialng mozna wykorzysta¢ na zajeciach poswieconych ciggom
liczbowym nieskonczonym.


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

