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Zrédto: Sandid, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

Podobno symbolika algebraiczna zostata zainspirowana szyfrogramami, czyli
zaszyfrowanymi wiadomosciami.

Hieroglify z Wielkiej Sali Hypostylowej w Karnaku (Seti I, XlIl w. p.n.e.)

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.



Poczatki kryptografii siegajg zamierzchtych czasow. Starozytni Egipcjanie kodowali
informacje za pomocg pisma obrazkowego, rozumianego jedynie przez wtajemniczonych.
Juliusz Cezar szyfrowat plany operacji wojennych, bankierzy szyfrowali wyniki operacji
pienieznych. Matematycy nie chcieli by¢ gorsi i ciggle wymyslali nowe znaki i symbole,
ktorych znaczenie czesto skrzetnie ukrywali.

Jednak dzieki tym znakom i symbolom zapisywanie zawilych twierdzen matematycznych
stawalo sie coraz krotsze i bardziej przejrzyste. W tym materiale poznamy jedno z takich
twierdzen, zapisanych za pomocga symboliki logarytmiczne;j.

Twoje cele

e Udowodnisz wzor na logarytm ilorazu.
e Zastosujesz wzor na logarytm ilorazu przeksztalcajgc wyrazenia arytmetyczne.
e Zapiszesz roznice logarytmow w postaci logarytmu jednomianu.




Przeczytaj

Podamy teraz jedno z podstawowych twierdzen dotyczacych dziatan na logarytmach.
W historii matematyki odegralo ono istotng role gdyz pozwalato zastepowac dzielenie
duzych liczb, odejmowaniem tych liczb, co bylo znacznie latwiejsze do wykonania.

We wszystkich obliczeniach w tym materiale uwzglednia¢ bedziemy zatozenia wynikajace
z definicji logarytmu - podstawa logarytmu musi by¢ liczbg dodatnig, r6zng od jednosci,
liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia. Pamieta¢ bedziemy rowniez, ze w przypadku
dzielenia dzielnik musi by¢ liczbg r6zng od zera.

Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie ilorazu
Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczby z, y s3 liczbami dodatnimi, to:
log, 7 =log, x —log,y
Dowod
Zalozenie:
a > 0, a # 0 - podstawa logarytmu,
x > 0,y > 0 - liczby logarytmowane.
Teza:
log, 5 = log, z —log, y
Dowéd
Oznaczmy: log, * = p,log, y = q.

Z definicji logarytmu wynika, ze:

Dzielimy stronami otrzymane rownosci.
z:y=al:al
Z wlasnosci dzielenia poteg o tych samych podstawach wynika, ze:

T _ ,p—q
- a
Y




Korzystamy ponownie z definicji logarytmu.
log, 5 =P—q
Zastepujemy liczby p, ¢ odpowiednimi logarytmami. Otrzymujemy teze.
log, % = log, z — log, y

Co konczy dowad.

Mozemy powiedzie¢: logarytm przy danej podstawie ilorazu liczb dodatnich jest rowny
réznicy logarytmoéw tych liczb przy tej samej podstawie.

Zauwazmy, ze prawdziwy jest tez wzor odwrotny.
log, x —log, y = log, &
Podamy teraz przyktady zastosowania twierdzenia o logarytmie ilorazu.
Przyktad 1
Zapiszemy podane logarytmy w postaci roznicy liczby wymierneji niewymierne;j.
log, % = logy, 8 — logy 3 = 3 — log, 3
logs(9:5) =logs 9 — logg 5 = 2 — logs 5
logj; 50 = log ; 10 = logy; 100 — logy ; 2 = —2 — logg; 2
Przyktad 2

Zapiszemy roznice logarytmow w postaci logarytmu ilorazu i zapiszemy otrzymang liczbe
bez uzycia logarytmu.

log 20 — log 2 = log % =logl0 =1

log, 48 — log, 3 = log, & =log, 16 = 2

(logiy 1 — log;, 24) — log;, 6 = log;, (2_14 ' %) = logys Tizl = -2
Przyktad 3

Znajdziemy liczbe x taka, ze 1 4+ log2 + logx = 3 — log 2.
Zapisujemy liczby 1 i 3 za pomoca logarytmow.

log 10 4 log 2 + log x = log 1000 — log 2



javascript:void(0);

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie iloczynu dla lewej strony rownania i z twierdzenia
o logarytmie ilorazu dla prawej strony rownania.

log(10 -2 - z) = log 190

Porownujemy liczby logarytmowane - korzystajac z roznowartosciowosci funkcji
logarytmiczne;j.

20x = 500
T =25

Liczba 25 jest dodatnia (liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia), zatem spetnia warunki
zadania.

Odpowiedz:
Szukana liczba to 25.

Przyktad 4

Wiedzac, ze logs 5 ~ 1,471 logs 2 ~ 0,63, obliczymy przyblizone wartosci liczb logs 2,5,
logs %, logs 6%.

log; 2,5 = log; 2 = logy 5 — logy 2 ~ 1,47 — 0,63 = 0,84
log; % = logz 2 — log3 5 ~ 0,63 — 1,47 = —0,84

logs 6% = log; % = logs 25 — logs4 =2 -logs 5 — 2 - logs 2
log; 64 ~ 21,47 —2-0,63 = 2,94 — 1,26 = 1,68

Przyktad 5

Wiedzac, ze log, 3 = m obliczymy A = log, 1/13,5.

Zapisujemy liczbe podpierwiastkowa w postaci utamka, ktory nastepnie skracamy.

A:].OgQN/%:].OgQ %

Zapisujemy logarytm ilorazu w postaci réznicy logarytmow.
A = log, v/27 — log, V2

Poniewaz v/2 = 2%, V27T = 277 ilogy 2 =1, stad

1

A=1 logy27— 5 -logy2 = 5 -logy 3° — &



Podstawiajgc log, 3 = m, otrzymujemy

— 3, __ 1
A=gm— 5

Stownik
twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zna od 1, liczby «, y s3 liczbami dodatnimi, to:

log, 5 =log, z —log, y



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady, a nastepnie

porownaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DSiL5Qh9D

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcy roznicy logarytmow o tych samych
podstawach.

Polecenie 2

Wykaz, ze jezeli x, y sa liczbami dodatnimi, to log zy + (log z?y? — log a:3y3) = 0.


https://zpe.gov.pl/a/DSiL5Qh9D

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wiadomo, ze z, y to pewne liczby rzeczywiste dodatnie takie, ze
log z2 — log 2zy + logy® = A. Liczba A zapisana w innej postaci to:

() log %
O (logz — logy)’
O 2-log(z —y)

2
O logm—y

Cwiczenie 2

Liczba K = 2 - logg % — 3 - logg 2 — logg 3 jest réwna:

(O —=7-log;8
O -6
O 2-logs42




Cwiczenie 3

Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej.

b = log, 40 — log, 5

a = log;, 48 — log;, 4

t = log; 3 — log, 147

p = log 200 — log 2

Cwiczenie 4

Zaznacz, czy dana rownos¢ jest prawdziwa czy fatszywa.

log50 — log 10 — log2 =
= (log5 — log4) + log 2
log6 — log8 =
=log3 — log4
2-log3 — 3-log2 =
=3-log3 —2-log2
—log3 +log23 =
= log 2 — log 32

Prawdziwa

O

O
O
O

Fatszywa

O

O
O
O

214

14

114

114



Cwiczenie 5

Uzupetnij obliczenia, wpisujagc odpowiednie liczby.

log, (log 40 — log V16 =| |

log, 12 — log, 3 = ‘ ’

| | —log; 2 = log; 40,5

log; 2+ | | =log; 50 — 4 log; V5

Cwiczenie 6

Potacz w pary réwne wyrazenia, wiedzac, ze a, b, ¢ to liczby dodatnie, rozne od 1.

log%g’— 3 logab —log+/c
loglc: (a +b)] —log(a +b) +logc
log 4/ % loga — log(1 + a)

log s logab — 2 -logc



Cwiczenie 7

Umiesé liczby A, B, C, D, E, F' w odpowiednich polach.

Liczby wymierne

C’z2-10g35—log38’

A =1log3 —1log4 —logh ’

F = 1010g5—10g6 ’
Liczby niewymierne

B=5"-logs5— 7-log;1—2-1c

E =2 log, V2 — \/10g216’

D = \/log; 32— 1og, 8

Cwiczenie 8
Wiadomo, ze log, 7 = ailog, 3 = b. Wykaz, zelogy ot = —1 — 2 (a + b).
Cwiczenie 9

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.
log6 =

() log48 —log3
(O log48 —log8
() log32 —1log4

() log3 —log2



Cwiczenie 10

Zaznacz prawidtowg odpowiedz.
log; 36 — logs 4 =

O 3

O 1

O 2

O 4

Cwiczenie 11

Zaznacz dla jakiej wartosci parametru a prawdziwa jest rowno$¢ log, (2a) — log, 8 = 2

O a=24
O a=8
O a=16
O a=32



Cwiczenie 12

Wskaz wszystkie dziatania, ktérych wynikiem jest liczba 1.

[ ] logs18 —log; 2

(] logy12 —log, 6

[ ] logy,6 —logy 3

[ ] logs24 —logs 8

Cwiczenie 13

Wstaw odpowiedni znak.

Cwiczenie 14

Wstaw odpowiedni znak.

log%6—log%9§ 1

> =)<




Cwiczenie 15

Uporzadkuj rosngco wartosci podanych wyrazen.
log4 — log 40
log, 72 — log, 9
log, 6 — log, 3

logs 18 — logs (2\/5)

Cwiczenie 16

Uporzadkuj malejgco wartosci podanych wyrazen.

log 450 — log 45
log, 162 — logs 2

log, 96 — log, 6

log 5 (6\/5) —log, 53
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Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Logarytm ilorazu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» udowadnia wzor na logarytm ilorazu

* stosuje wzor na logarytm ilorazu przeksztalcajac wyrazenia arytmetyczne

 zapisuje roznice logarytmow w postaci logarytmu jednomianu

» okresla historyczne znaczenie i przydatno$¢ wzoru na mozliwo$¢ zamiany ilorazu na
roznice

 laczy umiejetnosci z kilku dziatow matematyki, ustalajgc strategie rozwigzania zadania
logarytmicznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

o technikal-2
« myslenie przez analogie
» technika obiegu kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, korzystajgc z techniki 1 - 2 (jedno pytanie, odpowiada 2 uczniow -
pierwszy wypowiada podpowiedz, drugi daje odpowiedz), odpowiadajg na pytania
nauczyciela przypominajace wiadomosci o logarytmach (w tym twierdzenie
o logarytmie iloczynu), liczbach odwrotnych i potegach o wyktadnikach catkowitych.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach pracujg metoda myslenie przez analogie. Opierajac si¢ na
znanym im juz twierdzeniu o logarytmie iloczynu, powinni sformutowac i udowodnic¢
twierdzenie o logarytmie ilorazu. Moga przy tym wykorzysta¢ np. wiadomosci na temat
liczb odwrotnych lub poteg o ujemnych wyktadnikach.

2. Po zapisaniu twierdzenia i dowodu, grupy poréwnujg swoje zapisy z odpowiednimi
zapisami w sekcji ,Przeczytaj’. I ewentualnie modyfikuja swoje ustalenia. Nastepnie
analizujg przyklady zapisane w sekcji ,,Przeczytaj’ i animacii.

3. Teraz kazda grupa przygotowuje jedno zadanie analogiczne do zawartych
w przeczytanym materiale. Ulozone zadania grupy przekazuja sobie nawzajem tak, aby
kazda z grup rozwigzata wszystkie zadania.

4. Zadania rozwigzywane sg technika obiegu kart. Czyli uczniowie danej grupy dopisuja
kolejne kroki rozwigzan.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zaje¢ powinna by¢ dyskusja, w wyniku ktorej przedstawiciele grup
prezentuja dowody sformulowanego twierdzenia (jesli sg inne od zawartego w sekcii



»Przeczytaj”), popeinione btedy lub odwrotnie - pomysty, ktore pozwalajg na
wykonywanie efektywniejszych obliczen na logarytmach.
2. Koncowy element to refleksje nauczyciela na temat pracy uczniow i ocena prac grup.

Praca domowa:

Uczniowie majg za zadanie rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Dziatania na logarytmach. Przyklady

Wskazowki metodyczne:

Animacja jest dobrym materialem do krotkiego powtorzenia materialu na poczatku lekcii
poswieconej dziataniom na logarytmach.
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